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La naturaleza como minimizador local analégico

La refutaciéon por Fermat de la ley de refraccion de la luz de
Snell-Descartes
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La naturaleza como minimizador local analégico

Segtin Fermat, la luz se desplaza de un punto a otro siguiendo el
camino que requiere menor tiempo, que estara contenido en el
plano que contiene a ambos puntos.

B(1,-b)
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La naturaleza como minimizador local analégico

@ El problema a resolver es

VX2 1 22 x—1)2 4 b2
P : Min f(x) = x+a+ ( ) :

Vi V2

donde v; es la velocidad de la luz en el primer medio y v, en
el segundo.
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La naturaleza como minimizador local analégico

@ El problema a resolver es

v ) x —1)% + b2
P : Min f(x) = x+a+ ( ) ;
Vi V2

donde v; es la velocidad de la luz en el primer medio y v, en
el segundo.

@ Los puntos criticos de f son las soluciones de la ecuacién
x—1

X
viva? + x2 v2\/b2+(1—x)2

F (%)

es decir,
X 1—x

wva +x2 vor/ b2 + (1 — x)?
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La naturaleza como minimizador local analégico

1—x

Sustituyendo arriba seni = ——X*— ysenr = ——2—
y Ve b2+ (1—x)?

obtuvo Fermat su ley de refraccién: U =
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La naturaleza como minimizador local analégico

Corrigi6 asi Fermat la ley empirica de Snell en la que habia basado
Descartes su Dioptrique (Descartes, 1637) =L

. r
v V2

| 1

LA
DO P TRIEQVE
Difcours Premicr
DE LA LVMIERE.

Wikipedia atribuye a Snell y Descartes la versiéon de Fermat. Véase
Goberna et al. (2004, pp. 103-106) y Aragén et al. (2019, pp. 42-43).
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La naturaleza como minimizador local analégico

El principio de minima accién

El comportamiento de la luz ilustra el principio metafisico de
minima accién de Maupertius, que establece que en todos los
fenémenos naturales una cantidad llamada "accién" tiende a
minimizarse. En otras palabras, la naturaleza siempre actda de la
forma mds econémica. Este principio, enunciado en 1746, aunque
criticado por filésofos como Voltaire (en Le candide) por su
vaguedad y tefsmo implicito, fue finalmente aceptado por la
comunidad cientifica a medida que, paso a paso, se fueron
identificando las mencionadas «acciones» para una variedad de
fenémenos naturales: energia potencial, entropia, energia libre, etc.
Aragén et al. (2019, p. 3)
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La naturaleza como minimizador local analégico

@ Hay una omisién importante en el enunciado de Maupertius:
en todos los fendmenos naturales una cantidad [lamada
"accion" tiende a minimizarse localmente.
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@ Hay una omisién importante en el enunciado de Maupertius:
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@ Eso no importaba en el caso de la refraccién de la luz porque,
al ser f convexa, los minimos locales son globales. Pero si que
importa cuando insertamos una cuenta de collar en un
alambre de forma caprichosa.
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La naturaleza como minimizador local analégico

@ Hay una omisién importante en el enunciado de Maupertius:
en todos los fendmenos naturales una cantidad [lamada
"accion" tiende a minimizarse localmente.

@ Eso no importaba en el caso de la refraccién de la luz porque,
al ser f convexa, los minimos locales son globales. Pero si que
importa cuando insertamos una cuenta de collar en un
alambre de forma caprichosa.

@ Surgen sistemas de ecuaciones lineales al minimizar funciones
cuadraticas sin restricciones o sujetas a restricciones lineales,
como ocurre en los circuitos eléctricos.
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La naturaleza como minimizador local analégico

Circuitos eléctricos

El circuito eléctrico de abajo es atravesado por una corriente
continua de / amperios. Denotamos por /; la intensidad de la
corriente que circula por la resistencia R; (expresada en ohmios), a
la que le hemos atribuido un sentido arbitrario; la potencia disipada
en ese elemento del circuito es de ,‘:\’,-l,-2 watios por el llamado efecto
Joule.

Principio de minima accién aqui: las corrientes minimizan
localmente la potencia total perdida.
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La naturaleza como minimizador local analégico

@ Hay que resolver

5
P: Min f(l,h k., l4ls)=Y Ril?
=1

s.a h+bhL=1,
h—hK—1,=0,
bL+1hk5—1I=0.
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5
P: Min f(l,h k., l4ls)=Y Ril?
=1

s.a h+bhL=1,
h—hK—1,=0,
bL+1hk5—1I=0.

@ f es una funcién cuadratica, con
V2f (I, b, I3, I, I5) = 2diag (Ry, Ry, R3, Ry)

DP, por lo que f es fuertemente convexa y coerciva sobre el
conjunto factible (una variedad afin).
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La naturaleza como minimizador local analégico

@ Hay que resolver

5
P: Min f(l,h k., l4ls)=Y Ril?
=1

s.a h+bhL=1,
h—hK—1,=0,
bL+1hk5—1I=0.

@ f es una funcién cuadratica, con
V2f (I, b, I3, I, I5) = 2diag (Ry, Ry, R3, Ry)

DP, por lo que f es fuertemente convexa y coerciva sobre el
conjunto factible (una variedad afin).

@ Por lo tanto, P tiene una solucién éptima Unica, que se
obtiene a partir de la condicién de optimalidad (de Lagrange o
de KKT).
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La naturaleza como minimizador local analégico

e Condicién de optimalidad (Lagrange): A1, Ap, A3 € R
(multiplicadores) tales que

Rih 1 1 0
Ryl 1 0 1
—2 R3l3 = A 0 + A —1 + A3 1
Ryly 0 -1 0
Rs Is 0 0 -1
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La naturaleza como minimizador local analégico

e Condicién de optimalidad (Lagrange): A1, Ap, A3 € R
(multiplicadores) tales que

Rih 1 1 0
Ryl 1 0 1
—2 R3l3 = A 0 + A —1 + A3 1
Ryly 0 -1 0
Rs Is 0 0 -1

@ Es un sistema de 11 ecuaciones lineales y 8 incégnitas del que
pueden eliminarse (Gauss mediante) A1, Ay y A3 para obtener
las leyes de Kirchoff para ese circuito:

h+b=1
h—hkL—1,=0
bL+hk5—1I=0

Rilh — Rob +R31 =0
R3ls — Ryly + Rsls =0
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La naturaleza como minimizador local analégico

@ El problema P de arriba se puede escribir como
P: Min f(x)= %XTAX—}— a'x+b
sa Mx=d,

con A€ S, DP, a€ R", b € R, M matriz m X n rango fila
completay d € R™.
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La naturaleza como minimizador local analégico

@ El problema P de arriba se puede escribir como
P: Min f(x)= %XTAX—}— a'x+b
sa Mx=d,

con A€ S, DP, a€ R", b € R, M matriz m X n rango fila
completay d € R™.

@ Se demuestra que la tnica solucién 6ptima de P es

-1
%= ATMT (MAIMT) ~ (MA 2+ d) - A7l

o Esta férmula cerrada solo se usa cuando m y n son pequefios.
De no ser asi, es preferible resolver sistemas de ecuaciones
lineales a invertir matrices.

Aragén et al. (2019, p. 148).
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El método de minimos
cuadrados




El método de minimos cuadrados

"De todos los principios que se pueden proponer, pienso que
ninguno es mas general, mds exacto y mads fécil de aplicar que el
consistente en minimizar la suma de los cuadrados de los errores".
Legendre, Nouvelles méthodes pour la determination des orbites des

cométes, 1805.
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El método de minimos cuadrados

Aplicacién a la etologia
Localizacién de animales equipados con microtransmisores.
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El método de minimos cuadrados

@ La antena del vehiculo, ubicado en la posicién z' (GPS) recibe
la sefial en la direccién d’.
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El método de minimos cuadrados

o La antena del vehiculo, ubicado en la posicién z' (GPS) recibe
la sefial en la direccién d'.
@ Eliminando t en el sistema x = z' +td’', i = 1,2, 3, se
obtiene la ecuacién
X1 — Z{ . Xp — Z£
di d;

que podemos escribir como

ajix1 + apxo = b;
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El método de minimos cuadrados

La antena del vehiculo, ubicado en la posicién z' (GPS) recibe
la sefial en la direccién d'.
Eliminando t en el sistema x = z/ + td’, i = 1,2, 3, se
obtiene la ecuacién

X1 — Z{ . Xp — Z£

dj a

que podemos escribir como

ajix1 + ajpxp = bj
Llamando A = [a;] (matriz 3 x 2) y b = (b, by, b)) ",
obtenemos un sistema lineal {Ax = b} inconsistente.
En general, se busca una solucién aproximada del sistema
inconsistente {Ax = b}, con A (mx n), m>n,y beR™,
minimizando alguna norma del vector de residuos

r=Ax—bcR™
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El método de minimos cuadrados

Aplicaciéon a la astronomia

@ Lo mismo hizo Laplace en astronomfia, donde cada observacién
proporciona unarectax =z ' 4+td', i=1,...,m, ie,
X1—2 Xo—2z X3—Z23

di d d

que pasa por el telescopio y por el cuerpo estelar detectado.
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Aplicaciéon a la astronomia

@ Lo mismo hizo Laplace en astronomfia, donde cada observacién
proporciona unarectax =z ' 4+td', i=1,...,m, ie,
X1—2 Xo—2z X3—Z23

di d d

que pasa por el telescopio y por el cuerpo estelar detectado.
@ Laplace resolvié aproximadamente sistemas de 2m ecuaciones
lineales en IR3 mediante el problema de optimizacién

Ps : Min,cgs ||Ax — bl .

que se puede reformular via PL.
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Aplicaciéon a la astronomia

@ Lo mismo hizo Laplace en astronomfia, donde cada observacién
proporciona unarectax =z ' 4+td', i=1,...,m, ie,

X1—2 Xo—2z X3—Z23

d] g d
que pasa por el telescopio y por el cuerpo estelar detectado.
@ Laplace resolvié aproximadamente sistemas de 2m ecuaciones
lineales en IR3 mediante el problema de optimizacién

Ps : Min,cgs ||Ax — bl .

que se puede reformular via PL.

e El astrénomo Gauss (descubridor de Ceres en 1801) preferia la
norma L, porque el problema tenia entonces una solucién
inica que calculaba resolviendo un sistema lineal via
eliminacién.



El método de minimos cuadrados

Version matricial del método de minimos cuadrados

@ Preferimos asociar al sistema inconsistente {Ax = b}, con A
(mxn), m>n,ybe&R™, el problema de optimizacién

P> : Mincer» [|Ax — bl|,
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El método de minimos cuadrados

Version matricial del método de minimos cuadrados

@ Preferimos asociar al sistema inconsistente {Ax = b}, con A
(mxn), m>n,ybe&R™, el problema de optimizacién

P> : Mincer» [|Ax — bl|,

@ Se demuestra que el conjunto 6ptimo F; es el conjunto
solucién del sistema

{(ATA) x = ATb}

@ Si las columnas de A son LI, |Fy| = 1.
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El método de minimos cuadrados

Version matricial del método de minimos cuadrados

@ Preferimos asociar al sistema inconsistente {Ax = b}, con A
(mxn), m>n,ybe&R™, el problema de optimizacién

P> : Mincer» [|Ax — bl|,

@ Se demuestra que el conjunto 6ptimo F; es el conjunto
solucién del sistema
{(ATA)x = ATb}

@ Si las columnas de A son LI, |F;| = 1.
@ Si las columnas de A son LD y X es una solucién de
{(ATA) X = ATb} , entonces

Fy =X+ ker A
Aragén et al. (2019, p. 102, y 2026).
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El método de minimos cuadrados

Por ejemplo, la solucién aproximada por minimos cuadrados de

X+y=2
x+2y =3
x+3y=3

€s
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El modelo interindustrial de Leontief

Nadie podria imaginar en 1929 que los métodos numéricos para la
resolucion de sistemas lineales acudirian al rescate de la economia
norteamericana y, menos atin, que lo harian de la mano de un
economista formado en la URSS con fuerte formaciéon matemética:
Wassily Leontief.
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El modelo interindustrial de Leontief

@ Supongamos que dividimos la economia de un pais en n
sectores distintos, cada uno productor de una sola clase de
bien, mediante la transformacién de los bienes producidos por
los restantes sectores.
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El modelo interindustrial de Leontief

@ Supongamos que dividimos la economia de un pais en n
sectores distintos, cada uno productor de una sola clase de
bien, mediante la transformacién de los bienes producidos por
los restantes sectores.

@ Supongamos que el primer sector es el extractor de carbén y
que el segundo es el productor de acero.

@ Llamamos aj; al ndmero de Tm de carbdén que se han
utilizado para extraer una Tm de carbén: 0 < a;; < 1.

@ Llamamos aj> al niimero de Tm de carbdn que se requieren
para producir una Tm de acero: a;p > 0.

@ En general, los coeficientes tecnolégicos aj; satisfacen a; > 0,
con 0 < g; < 1.
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El modelo interindustrial de Leontief

@ Si X1 denota la produccién total de carbén durante el dltimo
afio, a;1x1 es el nimero de Tm de carbén consumidas por el
propio sector del carbon.
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El modelo interindustrial de Leontief

@ Si X1 denota la produccién total de carbén durante el dltimo
afio, a;1x1 es el nimero de Tm de carbén consumidas por el
propio sector del carbon.

@ Si X, denota la produccién total de acero durante el dltimo
afio, a;ox» es el nimero de Tm de carbén consumidas por el
sector del acero, etc.

@ El consumo total de carbén por el conjunto de los sectores
productivos serd pues la suma

a11X1 + aioXxo + ... + ainXn.

@ La diferencia entre la produccién total de carbdn y el carbén
utilizado en la produccién de otros bienes y servicios,

X1 — (a11x1 + aiox2 + ... + a10Xn ) ,

es la demanda final de carbén, d; (el carbén consumido por
entes no productivos: hogares, etc.).
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El modelo interindustrial de Leontief

@ Asi, pues, el balance material de carbén es

anXxi + ... +aipXxy = X1 — di
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El modelo interindustrial de Leontief

@ Asi, pues, el balance material de carbén es
anXxi + ... +aipXxy = X1 — di
o El balance material del (ltimo ejercicio es, pues,

(1 — all)il — ...— aipXp = Hl

—ap1xX1— ...+ (]- - ann)yn = gn
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El modelo interindustrial de Leontief

@ Asi, pues, el balance material de carbén es
anXxi + ... +aipXxy = X1 — di
o El balance material del (ltimo ejercicio es, pues,

(1 — all)il — ...— aipXp = Hl

—apX1 — ...+ (]- - ann)yn =d,

@ Si se desea que el afio préximo las demandas finales sean
di,...,dy,, en lugar de di, ..., d,, hay que resolver un sistema
de ecuaciones e inecuaciones llamado modelo de Leontief o
insumo-producto (input-output).

(1 - 311)X1 — ...— dinXp = d1

—ap1Xy1 — ... + (1 — an,,) Xp, = d,
x1>0;...x,>0
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El modelo interindustrial de Leontief

Los tres retos matematicos

@ En 1933, el keynesiano Franklin Delano Roosevelt asumié la
presidencia de los EEUU y lanzé el llamado 'New Deal’,
basado en inyectar dinero publico de forma controlada para
incrementar gradualmente las demandas, d, ..., d,, actualizar
periédicamente los coeficientes tecnolégicos aj; y resolver el
modelo de Leontief con las demandas previstas para el
siguiente ejercicio fiscal.
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El modelo interindustrial de Leontief

Los tres retos matematicos

@ En 1933, el keynesiano Franklin Delano Roosevelt asumié la
presidencia de los EEUU y lanzé el llamado 'New Deal’,
basado en inyectar dinero publico de forma controlada para
incrementar gradualmente las demandas, d, ..., d,, actualizar
periédicamente los coeficientes tecnolégicos aj; y resolver el
modelo de Leontief con las demandas previstas para el
siguiente ejercicio fiscal.

@ El modelo de Leontief planteaba tres retos a los matematicos:
e ;Coémo calcular (xi, ..., x,) cuando n es grande?

@ ;Puede asegurarse a priori que hay una solucién (xi, ..., Xp)
tnica del sistema de ecuaciones tal que x; > 0, ..., x, > 07

@ ;Es estable (xi,...,x,)? Con mayor precisién: ;puede
asegurarse que las producciones xi, ..., x, varian suavemente
con los ajj y los d;?
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El modelo interindustrial de Leontief

o Leontief estimé los coeficientes a;; de la economia
estadounidense (tablas input-output) de 1929 para n = 46
sectores ...
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El modelo interindustrial de Leontief

o Leontief estimé los coeficientes a;; de la economia
estadounidense (tablas input-output) de 1929 para n = 46
sectores ...

@ ... pero le resulté imposible calcular los x; mediante la regla
de Cramer (en 1931 confesé a Schumpeter que estaba
"luchando" con la teoria de determinantes).
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El modelo interindustrial de Leontief

o Leontief estimé los coeficientes a;; de la economia
estadounidense (tablas input-output) de 1929 para n = 46
sectores ...

@ ... pero le resulté imposible calcular los x; mediante la regla
de Cramer (en 1931 confesé a Schumpeter que estaba
"luchando" con la teoria de determinantes).

@ Reduciendo n a 10 al agregar industrias, estimé en 2 afios lo
que tardaria un ayudante “computador” en resolver el sistema,
cosa que consiguié finalmente con ayuda de una mdquina ad
hoc disefiada por John Wilbur (del MIT).
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El modelo interindustrial de Leontief

@ n fue creciendo conforme aumenté la eficiencia de los
algoritmos utilizados para resolver sistemas lineales n x n. En
la actualidad, n ~ 500 para los paises de la UE.
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@ n fue creciendo conforme aumenté la eficiencia de los
algoritmos utilizados para resolver sistemas lineales n x n. En
la actualidad, n ~ 500 para los paises de la UE.

@ Desde 1949 se sabe que siempre existe una solucién tnica del
sistema lineal, (xi, ..., x,), tal que x; >0, ...,x, >0
(Teorema de Hawkins y Simon).
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El modelo interindustrial de Leontief

@ n fue creciendo conforme aumenté la eficiencia de los
algoritmos utilizados para resolver sistemas lineales n x n. En
la actualidad, n ~ 500 para los paises de la UE.

@ Desde 1949 se sabe que siempre existe una solucién tnica del
sistema lineal, (xi, ..., x,), tal que x; >0, ...,x, >0
(Teorema de Hawkins y Simon).

@ La regla de Cramer garantiza que xi, ..., X, apenas varian si
los coeficientes tecnolégicos aj; varian poco. Por eso se
actualizan cada 5 afios en la UE.
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El modelo interindustrial de Leontief

El método de proyecciones alternadas para ecuaciones

Von Neumann y Kaczmarz propusieron en 1932 y en 1937, resp., el
método de proyecciones alternadas que, para n = 2 en espacios de
Hilbert, construye una sucesién de proyecciones ortogonales sobre
las dos rectas (line 1y line 2), representadas por las ecuaciones,
que converge a su interseccion:

Z1

ling 1
Miguel A. Goberna
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Diagramas de Voronoi

Dados m puntos de R?, la celda de Voronoi de uno de ellos s estd
formada por aquellos puntos que estdn igual o mds cerca de s que
de los restantes m — 1 puntos. El diagrama de Voronoi es la
familia de las m celdas. Ejemplo para m =10 :
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Diagramas de Voronoi

Teselacion del universo en "vortices" (Descartes, 1644), un
modelo que quedd obsoleto tras la publicacién de la ley de
gravitacién universal (Newton, 1687).

Miguel A. Goberna
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Voronoi extendid esa teselacién a R" en 1908, utilizdndolos en

cristalografia:
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FIG. 5. (a) Defect-free crystal, (b) two crystals meeting along a grain boundary, (c) crystal-liquid interface, (d) liquid, and (e)

an ideal gas. Particles whose Voronoi cells and neighbors are all hexagons are colored yellow; all others are colored blue.

Mds detalles en Lazar, Lu y Rycroft (2022).

Miguel A. Goberna



Diagramas de Voronoi

El célera el Soho londinense en 1854 (mapa de Snow)
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Diagramas de Voronoi

Hagamos un zoom del mapa cerca de Broad St.:
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Diagramas de Voronoi

Asignacion de hospitales en Rio de Janeiro en 2000
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Diagramas de Voronoi

Diseiio de una linea de metro en Sevilla en 2009

Aragén y Goberna (2024a, pp. 47-49) y Aragon y Goberna (2024b, pp.
89-93).
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El abastecimiento de las bases norteamericanas en 1945

Un problema de transporte

@ Se desea suministrar diésel desde p depésitos (fuentes) a un
conjunto de g bases (destinos) con un presupuesto M > 0
para la operacién de transporte.
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Un problema de transporte

@ Se desea suministrar diésel desde p depésitos (fuentes) a un
conjunto de g bases (destinos) con un presupuesto M > 0
para la operacién de transporte.

@ Un ejemplo de juguete con p=2,q=3y M =8:
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El abastecimiento de las bases norteamericanas en 1945

Un problema de transporte

@ Se desea suministrar diésel desde p depésitos (fuentes) a un
conjunto de g bases (destinos) con un presupuesto M > 0
para la operacién de transporte.

@ Un ejemplo de juguete con p=2,q=3y M =8:

DESTINOS

FUENTES 1L (1) =3

@

@ Si py g son grandes se requiere un modelo matematico.
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El abastecimiento de las bases norteamericanas en 1945

Un problema de transporte

@ Se desea suministrar diésel desde p depésitos (fuentes) a un
conjunto de g bases (destinos) con un presupuesto M > 0
para la operacién de transporte.

@ Un ejemplo de juguete con p=2,q=3y M =8:

DESTINOS

FUENTES 1L (1) =3

@

@ Si py g son grandes se requiere un modelo matematico.

@ Sea a; la oferta de la fuente /, b; la demanda del destino j, ¢;
el coste unitario del arco (i,j) .y Xjj la cantidad a enviar por
ese arco.

Miguel A. Goberna



El abastecimiento de las bases norteamericanas en 1945

@ Restricciones:
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El abastecimiento de las bases norteamericanas en 1945

@ Restricciones:

@ Satisfaccién de la demanda de todos los destinos:

X1 + ... —|-ij = bj,j =1..,q
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El abastecimiento de las bases norteamericanas en 1945

@ Restricciones:

@ Satisfaccién de la demanda de todos los destinos:
X1 + ... —|-ij = bj,j =1..,q
@ Saturacién de la oferta de todas las fuentes:

X1+ ..+Xg=a,i=1..p
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El abastecimiento de las bases norteamericanas en 1945

@ Restricciones:

@ Satisfaccién de la demanda de todos los destinos:
X1 + ... —|-ij = bj,j =1..,q

@ Saturacion de la oferta de todas las fuentes:
X1+ ..+Xg=a,i=1..p

@ Restricciones fisicas:

xj>0i=1..,pj=1..q
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El abastecimiento de las bases norteamericanas en 1945

@ Restricciones:

@ Satisfaccién de la demanda de todos los destinos:
X1 + ... —|-ij = j,j =1..,q

@ Saturacion de la oferta de todas las fuentes:
X1+ ..+Xg=a,i=1..p

@ Restricciones fisicas:
xj>0,i=1..,pj=1..qg

@ Restriccién presupuestaria:

CliXi1 + .. + CpgXpg < M

Miguel A. Goberna



El abastecimiento de las bases norteamericanas en

La dificultad para suministrar diésel a las bases militares
estadounidenses era la enorme cantidad, pg, de variables.

. 30 2
32 240, e
o

Principales bases militares USA en el extranjero en 1945
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El abastecimiento de las bases norteamericanas en 1945

El método de proyecciones alternadas para inecuaciones
Si n =2 y solo hay 2 inecuaciones, se trata de aproximar un punto
en la interseccién de dos semiplanos, uno por inecuacion:

<0
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El abastecimiento de las bases norteamericanas en 1945

La transicion de la factibilidad a la optimizacién

En 1946 yo era asesor matematico de la Fuerza Aérea de los EEUU
en el Pentdgono.(...). Me pidieron que encontrara una manera de
calcular mads rapidamente un plan de despliegue, capacitacion y
suministro logistico por etapas. En aquella época, "mecanizar" la
planificacion significaba utilizar dispositivos analdgicos o equipos
de tarjetas perforadas (...). A finales de 1946 éramos conscientes
de que iban a existir los ordenadores. Pero una vez que tomamos
conciencia, el ordenador se torné vital para nuestra mecanizacion
del proceso de planificacion. Tan vital era que nuestro grupo
consiguié que el Pentdgono financiara el desarrollo de los
ordenadores.

George Dantzig (1991)
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El abastecimiento de las bases norteamericanas en 1945

ENIAC, US Army Photo, 1946

Aragén y Goberna (2024a, pp. 67-70) y Aragén y Goberna (2024b, pp.
114-117)
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El abastecimiento de las bases norteamericanas en 1945

La transicion de la factibilidad a la optimizacién

El resultado bdsico acerca de los problemas de optimizaciéon no
lineal diferenciable es el Teorema de KKT (1939 y 1951), que
proporciona condiciones para la optimalidad de una solucién
factible x de

P: Min f(x)
sa g(x)<0,i=1..,m,

en términos de la existencia de solucién para el sistema de
ecuaciones e inecuaciones lineales

{ Y AiVgi(x) =—=VFf(x);Ai >0,i€ /(X)},
iel(x)

donde | (x) := {i € {1,...m} : gi (X) = 0} es el conjunto de
indices activos en X.

Miguel A. Goberna
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