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Dos caminos para el cálculo infinitesimal: 
el insular de Newton y 

el continental de Leibniz 

OBJETIVOS: 
 

 

La Escuela tiene como objetivo presentar 

investigaciones recientes en historia de las 

matemáticas, así como aportar experiencias 

en el uso que se puede hacer en la 

enseñanza secundaria y universitaria de la 

matemática.  

 

Va dirigida con prioridad a los jóvenes 

investigadores e investigadoras en historia 

de la matemática que desean mejorar su 

formación a través de las ponencias y de los 

intercambios con otros investigadores; 

aunque también va dirigida a los 

matemáticos y profesores de matemáticas 

que desean utilizar la historia de la 

matemática como herramienta para enseñar 

matemáticas.  

 

 

Con esta iniciativa nuestro objetivo es 

unirnos a una corriente, cada vez más en 

boga, que busca impulsar el estudio de la 

historia de las matemáticas como disciplina 

complementaria y su uso como herramienta 

didáctica. 

 

 

 

 

DIRIGIDO A:  
 

La Escuela está pensada para que, tanto personas interesadas en la Historia 

de las Matemáticas como disciplina, como aquellas interesadas en aprender 

herramientas didácticas novedosas para el proceso de enseñanza-

aprendizaje de las matemáticas, puedan sacar provecho de las sesiones. Es 

por ello que se proponen jornadas alternas formadas por ponencias, así 

como por talleres donde poner en práctica las ideas extraídas a lo largo del 

día, con fuentes originales 
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Dos anastomosis en el siglo XVII
Geometría analítica y Cálculo infinitesimal

1. Dos anastomosis en el siglo XVII

Después del proceso de algebrización, en el siglo XVII cambió radicalmen-
te el panorama de las matemáticas con la invención sucesiva de la geometŕıa
anaĺıtica y el cálculo infinitesimal.

En el art́ıculo ((La investigación matemática)) que publicó en 1919, Rey
Pastor se pregunta:

¿Cuál es la esencia de la investigación matemática? ¿Cómo se ampĺıa sin cesar
el patrimonio de esta ciencia? No incurriremos en la pretensión de contestar
a estas preguntas, pero permı́tasenos señalar siquiera cuatro caminos car-
dinales que podemos designar aśı: anastomosis, correlación, generalización,
especialización. [. . . ]

Los progresos esenciales de la ciencia corresponden a la feliz cópula de dos
conceptos que parećıan lejanos e independientes, y al librarlos de su envoltura
formal descubren tal identidad de substancia, que se anastomasan y hasta
se funden en uno solo. La Geometŕıa anaĺıtica de Cartesio, origen de la
Matemática moderna, realizó brillantemente esta anastomosis del Álgebra
con la Geometŕıa. [25, p. 97]

Geometŕıa anaĺıtica. Índice de la obra de Pedro Miguel González Urba-
neja Los oŕıgenes de la geometŕıa anaĺıtica [18]:

Introducción: del Álgebra geométrica a la Geometŕıa anaĺıtica
El Álgebra geométrica de los Elementos de Euclides
Vestigios de rudimentos anaĺıticos en Grecia
El Tractatus latiotudinibus formarum de Oresme
El análisis algebraico-geométrico del Arte anaĺıtica de Vieta
La Introducción a los lugares planos y sólidos de Fermat
La Geometŕıa de Descartes
Estudio comparado de la Geometŕıa de Descartes y la Isagoge de Fermat
La Geomet́ıa anaĺıtica como instrumento del cálculo infinitesimal
La Geometŕıa anaĺıtica postcartesiana
Conclusiones finales: la trascendencia de la Geometŕıa anaĺıtica

En esta obra, o en la de C. B. Boyer [3], puede verse que tras ciertos
antecedentes griegos, medievales y renacentistas,, la geometŕıa anaĺıtica se
prefigura en el siglo XVI con F. Vieta (1540-1603), cuya obra principal es In
artem analyticen isagoge de 1591, en la que establece la ((lógica speciosa)), un
rudimentario cálculo algebraico literal aplicable a la resolución de problemas
geométricos. Pero no queda bien establecida hasta casi medio siglo después

2

Julio Rey Pastor: «La investigación científica», 
Supl. Rev. Mat. Hispano-Americana 1, 1919.

El Cálculo infinitesimal anastomosa

Cálculo de tangentes / Cálculo de áreas
Cálculo diferencial           /       Cálculo integral
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I

ARQUÍMEDES
y lo infinitesimal



El cálculo infinitesimal es 
la evolución de la obra de Arquímedes 

aplazada al siglo XVII

Arquímedes. Obra escogida. ICM Madrid 2006
 RSME / Patrimonio Nacional
 A. J. Durán (ed.) LaTeX de J. L. Varona

Sobre la esfera y 
el cilindro I y II

Medida del círculo

Cuadratura de la 
parábola

LAS PRINCIPALES OBRAS DE ARQUÍMEDES

Los volúmenes de un cono, una semiesfera y un 
cilindro de la misma altura y radio están en la razón:

 1:2:3

1                             2                              3

    V = (1/3) pr2h       V = (2/3) pr2h              V = pr2h

Sobre la Esfera y el Cilindro, I.33, 1.34LA   EDICIÓN   DE OBRAS   
DE   ARQUÍMEDES   
PARA   EL   ICM06

Proposición 1 del Libro Sobre la Medida  del Círculo



ARQUÍMEDES   ICM Madrid 2006
Cuadratura de la Parábola



La herencia de Arquímedes
Cuadratura de la parábola

Julio Rey Pastor: Evolución del cálculo infinitesimal
Apéndice a su libro Cálculo Infinitesimal, BsAs, 1921 (3ª ed. 1938)



La herencia de 
Arquímedes

Sobre la espiral / área

E = (1/3) C

Argumentos infinitesimales

«Integración en polares»

 A. J. Durán. 
 Historia, con personajes, 

 de los conceptos del cálculo
 Alianza, Madrid, 1994



La herencia de Arquímedes

Trazado de la tangente en P
K. Ríbnikov
Historia de las matemáticas
Ed. Mir, Moscú, 1987                          F

 Determinar T [ t = OT ] en la perpendicular del radio vector. t = r2
 Si e es muy pequeño  [infinitesimal]
 se puede tomar  PFR ~ PTO,  luego   re : e :: t : r  

OT es la rectificación del arco circular dado por las coordenadas (polares) de P

Arquímedes triseca un ángulo con la espiral

Sobre la espiral / tangente



II

SEGUIDORES EN EL SIGLO XVII:
EXPERIMENTADORES

Cavalieri, Mengoli

Fermat, Pascal 

Wallis, Barrow

Roberval

Huygens



Nuevas matemáticas en la 
Europa del siglo XVII
Comienzan los estudios cinemáticos

Aparecen los logaritmos [números decimales]

Auge de algoritmos infinitos

Termina el proceso de «algebrización»

Geometría analítica

Sociedades nacionales y revistas

Se acumula experiencia con los métodos de
Arquímedes para áreas y tangentes

Desfases entre creación y publicación
Vías de comunicación insuficientes

Con o sin geometría analítica
 

Alianza, 1992



Elenco de experimentadores
con los infinitésimos

Continentales
Italia: Cavalieri, Torricelli,  Mengoli

Francia: Fermat, Roberval, Pascal
 

Países Bajos: Huygens

Insulares
Wallis, Barrow, Gregory

 

Descartes 1596–1650

Cavalieri  1598–1647
Fermat  1601–1665
Roberval 1602–1675
Torricelli  1608–1647
Wallis  1616–1703
Pascal  1623–1651
Mengoli  1626–1686
Huygens  1629–1695
Barrow  1630–1677
Gregory  1638–1676

Newton  1643–1727

Leibniz  1646–1716



Indivisibles de Cavalieri
CAVALIERI 1635, Geometría de los indivisibles. Obtiene que el área bajo 
las parábolas mediante su método original de «suma de líneas».

ROBERVAL, c. 1637, que el área bajo un 
arco de la cicloide es igual a 3 veces el 
área del círculo generador.

Obtuvo la tangente por método cinemático 
de composición de velocidades.

MENGOLI fue discípulo de Cavalieri. Trabajó con indivisibles y con otros 
métodos propios, logrando entre 1650 y 1672 importantes resultados 
sobre sumación de series y cuadraturas, incluida la del círculo. Estudia 
convergencia de series. Comparte resultados con otros autores. Publicó 
en libros que no ejercieron influencia, 

 Especialista sobre Mengoli es María Rosa Massa Esteve 

Nicolaus MERCATOR (1620-1687), publicó Logarithmitechnia en 1668.



Área bajo parábolas

WALLIS 1656, Arithmetica Infinitorum. Toma la misma 
partición que Fermat y calcula la razón del área bajo 
la parábola a la del rectángulo de base b y altura bk.

FERMAT 1636, Carta a Roberval. encaja el área bajo la parábola y=xk 
entre sumas de rectángulos por defecto y por exceso sobre una partición 
de [0,b] en n partes iguales y de allí obtiene el área bajo la parábola.

FERMAT 

V. J. Katz: A History ot Mathematics. An introduction 
 Harper Collins College Publishers, New York, 1993 

Figura 2: ¿Inventó Fermat el Cálculo? V. J. Katz [22, p. 441].

3.1. Continentales

Pascal (1588-1651).

Fermat (1601-1665). La obra de Fermat sobre tangentes, máximos y
mı́nimos y áreas, elaborada entre los años 1636 y 1658, fue conocida a través
de la correspondencia con otros geómetras, por ejemplo Roberval, y publicada
tard́ıamente.

Fermat, en carta a Roberval de 1636, encaja el área bajo la parábola
y = xk de exponente entero positivo entre sumas de rectángulos por defecto
y por exceso sobre una partición de [0, b] en n partes iguales y de alĺı obtiene
el área bajo la parábola:

bk+1

nk+1

�
1k + 2k + · · ·+ nk

�
<

bk+1

k + 1
<

bk+1

nk+1

�
1k + 2k + · · ·+ (n+ 1)k

�
.

cuando n crece hasta infinito los rectángulas se hacen ((infinitesimales)) y la
acotación se hac e igualdad.

9

Fermat:  
área bajo la 

parábola 

(*) Fermat dice que sabe 
demostrarla, pero duda de que lo 
sepa hacer Roberval 

Nuevos retos: 

y m = x n 

y m x n = 1 

BARROW 

V. J. Katz: A History ot Mathematics. An introduction 
 Harper Collins College Publishers, New York, 1993 

Figura 3: ¿Inventó Barrow el Cálculo? V. J. Katz [22, p. 457].

Huygens (1629-1695)

3.2. Insulares

Wallis (1616-1703). En. su obra de 1656, Arithmetica Infinitorum, Wallis
toma una partición para la parábola y = xk la misma partición de Fermat y
calcula la razón entre el área bajo la parábola y la del rectángulo de base b
y altura bk,

par

rec
=

0k + 1k + 2h + · · ·+ nk

nk + nk + nh + · · ·+ nk
=

1

k + 1

cuando crece a infinito llega al área bajo la parábola bk+1

k+1 .

Barrow (1630-1677).

10

También para hipérbolas con exponente distinto de -1.
Partición en progresión geométrica



Otras áreas

PASCAL 1659. 
Tratado de los senos 
de los cuadrantes circulares. 

Calcula el área bajo la curva seno usando el «triángulo 
característico» considerando que «Para pequeños triángulos 
se puede sustituir el arco de curva por la tangente».

Obtiene:
«La suma de los senos de  cualquier arco del cuadrante es igual 
a la porción de la base entre los senos extremos, multiplicada 
por el radio.»
3.1. Continentales

Pascal (1588-1651).

Z �

↵

r sen ✓ d(r✓) = r(r cos ✓ � r cos �), [↵ < �]

Fermat (1601-1665). La obra de Fermat sobre tangentes, máximos y
mı́nimos y áreas, elaborada entre los años 1636 y 1658, fue conocida a través
de la correspondencia con otros geómetras, por ejemplo Roberval, y publicada
tard́ıamente.

Fermat, en carta a Roberval de 1636, encaja el área bajo la parábola
y = xk de exponente entero positivo entre sumas de rectángulos por defecto
y por exceso sobre una partición de [0, b] en n partes iguales y de alĺı obtiene
el área bajo la parábola:

bk+1

nk+1

�
1k + 2k + · · ·+ nk

�
<

bk+1

k + 1
<

bk+1

nk+1

�
1k + 2k + · · ·+ (n+ 1)k

�
,

cuando n crece hasta infinito los rectángulas se hacen ((infinitesimales)) y la
acotación se hace igualdad.

Huygens (1629-1695)

3.2. Insulares

Wallis (1616-1703). En. su obra de 1656, Arithmetica Infinitorum, Wallis
toma una partición para la parábola y = xk la misma partición de Fermat y
calcula la razón entre el área bajo la parábola y la del rectángulo de base b
y altura bk,

par

rec
=

0k + 1k + 2h + · · ·+ nk

nk + nk + nh + · · ·+ nk
=

1

k + 1

cuando crece a infinito llega al área bajo la parábola bk+1

k+1 .

Barrow (1630-1677).
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FERMAT, 1638
Trazado de
tangentes

Se expresaba en el 
lenguaje de Vieta

Pla / Viader / Paradís



Fermat no inventó el cálculo

V. J. Katz: A History ot Mathematics. An introduction
Harper Collins College Publishers, New York, 1993



Barrow tampoco
Es el que más cerca estuvo en 
1670. Lectiones geometricae.

[Katz]

GREGORY 1668, Geometriae pars universalis. 
 «Si hubiera vivido podría haberse equiparado con Newton y Leibniz 

como un inventor del cálculo.»
  D. J. Struik, A concise history of mathematics, Dover, 1987



III

INVENTORES

NEWTON Y LEIBNIZ

•
•

•
•

•
•

•
•



NEWTON Y LEIBNIZ

V.J. Katz: A History ot Mathematics. An introduction
Harper Collins College Publishers, New York, 1993



Isaac NEWTON
(1643–1727) 

•
•

•
•



Ilustración en H. Wussing: 
Lecciones de historia de las 
matemáticas. Siglo XXI, 1998

Obra de 1671 sin publicar hasta 1736. 

La toma Katz toma como guión para 
explicar el cálculo de Newton:

Series de potencias

Fluxiones y aplicaciones

Cálculo de áreas

Tampoco publicó en su momento una 
obra en 1966 y otra en
1969, De analysis per aequationes 

numero terminorum infinitas
 Publicada en 1711

Estas obras recogen investigaciones 
realizados durante los años 60.



Edición facsimilar, crítica y traducida del Analysis… de Newton, a cargo de A. J. Durán y 
F. J. Pérez Fernández (Dos volúmenes en estuche. Edición numerada).

I: Reproducción facsimilar de Analysis…
 

II: Traducción de J. L. Arántegui, Notas y comentarios a cargo de A. J. Durán 
 Estudios: J. M. Sánchez Ron, sobre Newton
  A. J. Durán, sobre la obra 
  J. Echeverría, sobre la controversia

Publicado por la RSME y la 
SAEM «Thales», 
en colaboración con el ROA 



NEWTON y las series de potencias

Serie del logaritmo: Mercator la publicó en 1668. La obtuvieron Mengoli y Gregory.
  Vinculada al área bajo la hipérbola equilátera (St. Vicent, Sarasa)

Extensión de operaciones aritméticas

Las operaciones con números que producen expresiones decimales infinitas 
se repiten por analogía con los polinomios y dan series de potencias

Serie binomial: La obtiene inspirado en Wallis. 

Series exponencial y trigonométricas: A partir de las anteriores con las fluxiones.

4. Isaac Newton (1643-1727)

4.1. Series de potencias

Las operaciones con números que producen expresiones decimales infinitas
se repiten por analoǵıa con los polinomios y dan series de potencias.

Por división se obtiene

1

1 + x
= 1� x+ x2 � x4 + x4 � x5 + . . .

Aproximando la ráız cuadrada se obtiene

p
1 + x2 = 1 +

x2

2
� x4

8
+

x6

16
� 5x8

128
+

7x10

256
� · · ·

Resolviendo la ecuación afectada y3 + a2y + axy � 2a3 � x3 = 0 en y
resulta

y = a� x

a
+

x2

64a
+

131x3

512a2
+

509x4

1638a4
+ · · ·
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Aproximando la ráız cuadrada se obtiene

p
1 + x2 = 1 +

x2

2
� x4

8
+

x6

16
� 5x8

128
+

7x10

256
� · · ·

Resolviendo la ecuación afectada y3 + a2y + axy � 2a3 � x3 = 0 en y
resulta

y = a� x

a
+

x2

64a
+

131x3

512a2
+

509x4

1638a4
+ · · ·

11

Normalmente hallaremos los polinomios para a = 0 . En ese caso no escribiremos las a de los
subíndices y las expresiones anteriores adoptan la forma (fórmula de McLaurin):

Si f , f ’, ... , f (n+1) existen en [0,x] [ó [x,0] ] entonces para algún c2(0,x) [ó c2(x,0) ]

f (x) = Pn(x)+Rn(x) = f (0)+ f 0(0)x+ f 00(0)
2! x2 + · · ·+ f (n)(0)

n! xn+ f (n+1)(c)
(n+1)! xn+1

Hallando las derivadas se obtienen fácilmente los siguientes polinomios y restos:

ex = 1+ x+ x2

2! + x3

3! + · · ·+ xn

n! +Rn(x) con Rn(x) = ec

(n+1)! xn+1

senx = x� x3

3! + x5

5! �
x7

7! + · · ·+(�1)n x2n+1

(2n+1)! +R2n+1(x) con R2n+1(x)=
(�1)n+1 cosc

(2n+3)! x2n+3

cosx = 1� x2

2! + x4

4! �
x6

6! + · · ·+(�1)n x2n

(2n)! +R2n(x) con R2n(x) = (�1)n+1 cosc
(2n+2)! x2n+2

[Para senx , como la derivada sen(2n+2)(0) = (�1)n+1 sen0 = 0 , es P2n+1 ⌘ P2n+2 ; por
eso en su resto aparecen 2n+3 y no 2n+2 ; y algo muy parecido sucede con el cosx ].

Dado un x , hay en los tres casos cotas fáciles para el resto en términos de cosas conocidas:

para ex : si x > 0 , es |Rn(x)| ex|x|n+1

(n+1)! ; si x < 0 , es |Rn(x)| |x|n+1

(n+1)! ;

para senx , |R2n+1(x)| |x|2n+3

(2n+3)! 8x ; para cosx , |R2n(x)| |x|2n+2

(2n+2)! 8x .

Como vimos en 4.1, una sucesión de la forma |x|k/k!!0 8x cuando k ! • . Por tanto, po-

demos aproximar para cualquier x el valor de ex
, senx y cosx con la precisión que

queramos utilizando un polinomio de Taylor con n suficientemente grande (aunque habrá
que tomar un n mayor cuanto más lejano de 0 esté el x ).

El logx no está ni definido en x = 0 . Por eso lo que se desarrolla es el log(1+x) . Es fácil ver
que la derivada n-sima de esta función es [�1]n�1(n�1)!(1+x)�n y por tanto

log(1+ x) = x� x2

2 + x3

3 �
x4

4 + · · ·+[�1]n�1 xn

n +Rn(x) con Rn(x) = [�1]n
n+1

xn+1

(1+c)n+1

Se puede probar además (no con esta expresión del resto) que los polinomios del log(1+x)
sólo aproximan a la función si �1 < x 1 .

Ej. Calculemos con error menor que 10�5 el sen1 .

|R2n+1(x)| |x|2n+3

(2n+3)! ) |R2n+1(1)| 1
(2n+3)! < 1

10000 si 2n+3� 9)

sen1⇡ 1� 1
6 + 1

120 �
1

5040 ⇡ 0.84147 con error |R7(1)| 1
9! < 10�5

Ej. Si aproximamos sen2 con este mismo P7(x) el error será mayor:

sen2⇡ 2� 8
6 + 32

120 �
128
5040 ⇡ 0.9079 ; |R7(2)| 29

9! = 4
2835 ⇡ 0.0014 .

(Estas cotas pronto serán más fáciles con las series de Taylor).

n n! 2n

2 2 4
3 6 8
4 24 16
5 120 32
6 720 64
7 5040 128
8 40320 256
9 362880 512

10 3628800 1024
Ej. Hallemos ahora log 4

5 = log(1� 1
5 ) con error < 10�3 .

Como
��Rn(� 1

5 )
�� = 1

(n+1)5n+1(1+c)n+1 <
�1/5<c<0

1
(n+1)5n+1(4/5)n+1 = 1

(n+1)4n+1 < 1
1000 si n� 3 ,

debemos usar el polinomio de grado 3 : log 4
5 ⇡�

1
4 �

1
50 �

1
375 ⇡ –0.224 con error < 10�3 .

De otra forma (que evitará la acotación del resto en cuanto tengamos las series de Taylor):

log 4
5 =� log(1+ 1

4 )⇡� 1
5 + 1

32 �
1

192 ⇡ –0.223 , con
��R3( 1

4 )
�� = 1

4·44(1+c)4 <
0<c<1/4

1
45 < 1

1000 .
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Dada f con infinitas derivadas en 0 su serie de Taylor en x = 0 es:
•
Â
n=0

f (n)(0)
n!

xn .

Esta serie de potencias es un ‘polinomio de Taylor de infinitos términos’; su N-sima suma
parcial es PN(x) . Por tanto, es previsible que una f coincida con su serie de Taylor (al menos
cerca de 0 ).

Como f (x) =
N

Â
n=0

f (n)(0)
n!

xn +RN(x) , está claro que f (x)=
•
Â
n=0

f (n)(0)
n!

xn , RN(x) !
N!•

0

f (x) coincide su serie de Taylor en los x para los que el resto tienda a 0 .

Vimos hace poco que el resto RN(x)! 0 8x para ex , senx y cosx . Así pues:

ex =
•
Â
n=0

xn

n!
, senx =

•
Â
n=0

[�1]nx2n+1

(2n+1)!
, cosx =

•
Â
n=0

[�1]nx2n

(2n)!
, 8x2R

[La serie derivada de la de ex es ella misma, derivando la de senx obtenemos la de cosx y
derivando la de ésta obtenemos la del seno cambiada de signo; observemos también que sólo
contiene potencias impares la serie del seno (debe cambiar de signo al cambiar x por �x ) y
pares la del coseno].

Operando con la serie de ex y la de e�x = 1� x+ 1
2 x2� 1

6 x3 + · · · obtenemos que:

shx = x+ x3

3! + x5

5! + · · · =
•
Â
n=0

x2n+1

(2n+1)!
, chx = 1+ x2

2! + x4

4! + · · · =
•
Â
n=0

x2n

(2n)!
, 8x2R

Sabemos que 1
1�x =

•

Â
n=0

xn si |x| < 1 ) 1
1+x =

•

Â
n=0

[�x]n y 1
1+x2 =

•

Â
n=0

[�1]nx2n si |x| < 1 .

Por tanto: log(1+x) =
•
Â
n=0

[�1]n

n+1
xn+1 , arctanx =

•
Â
n=0

[�1]n

2n+1
x2n+1 para |x| < 1

pues las derivadas de las series son las de arriba y en x = 0 se anulan funciones y series.
[La serie de log(1+x) converge también en x=1 y la de arctanx en x=±1 (ambas tienen
R = 1 ) lo que no hacen las series derivadas; se puede ver que convergen (lentamente) hacia
log2 y ±arctan1 :

log2 = 1� 1
2 + 1

3 �
1
5 + · · · , p

4 = 1� 1
3 + 1

5 �
1
7 + · · ·

Parece normal que la serie del log(1+x) o la de 1/(1+x) sólo converjan para |x|< 1 pues
en x = �1 las funciones se van a infinito, pero es sorprendente que lo hagan sólo en ese
intervalo las series de 1/(1+x2) o de arctanx ya que son funciones derivables en todo R.
La explicación se tendrá cuando se miren esas series en el plano complejo].

Otra serie muy útil es la de f (x) = (1+x)r , r2R ( xr no es desarrollable en 0 ):

(1+x)r =
•
Â
n=0

✓
r
n

◆
xn , con

✓
r
n

◆
= r(r�1)···(r�n+1)

n! , si |x|<1 (generaliza el
binomio de Newton)

⇥
en particular se tiene:

p
1+x = 1+ x

2 �
x2

8 + · · · , 1p
1+x = 1� x

2 + 3x2

8 + · · · , . . .
⇤

Como: f 0(x) = r(1+x)r�1 , f 00(x) = r(r�1)(1+x)r�2 , . . . ,
f (n)(x) = r(r�1) · · ·(r�n+1)(1+x)r�n , . . .

la serie de Taylor es la de arriba, y se puede ver que RN ! 0 si 0< x<1 con la expresión de
Lagrange (y con otras expresiones del resto que no hemos visto se ve que también lo hace si
�1<x<0 ).

66

4. Isaac Newton (1643-1727)

4.1. Series de potencias

Las operaciones con números que producen expresiones decimales infinitas
se repiten por analoǵıa con los polinomios y dan series de potencias.

Por división se obtiene

1

1 + x
= 1� x+ x2 � x4 + x4 � x5 + . . .

Aproximando la ráız cuadrada se obtiene

p
1 + x2 = 1 +

x2

2
� x4

8
+

x6

16
� 5x8

128
+

7x10

256
� · · ·

Resolviendo la ecuación afectada y3 + a2y + axy � 2a3 � x3 = 0 en y
resulta

y = a� x

a
+

x2

64a
+

131x3

512a2
+

509x4

1638a4
+ · · ·

4.2. Fluxiones y tangentes

Cada cantidad variable x o fluente vaŕıa o fluye con el tiempo, con una
velocidad ẋ o fluxión.

Tras un intervalo de tiempo o (que resultará ((evanescente))) la cantidad
variable x tendrá en el instante t + o el valor (o posición) x + ẋo, con un
incremento ẋo llamado momento (que también resultará ((evanescente))).

El tiempo t verifica ṫ = 1 (o es el momento de t).

Newton se plantea dos problemas inversos con dos fluentes que fluyen
ligadas por una relación o ecuación:

1. Dada una relación entre fluentes encontrar la relación entre sus fluxiones.

2. Dada una relación entre fluxiones encontrar la relación entre sus fluentes.

11

x x
1
3 x3, 2

3 x3, 3
3 x3

4
3 x3

R x
0 (1 � t2)1/2 dt

x �
1
2
3

x3

Z x

0
(1 � t2)1/2 dt = x �

1
2
3

x3 �
1
8
5

x5 �
1
16
7

x7 �
1

128
9

x9 � · · ·

n = 0, 1, 2, . . . Qn(x)
R x

0 (1 � t2)n dt

Qn(x) =
Z x

0
(1 � t2)n dt =

n

Â
k=0

✓
n
k

◆
(�1)k

2k + 1
x2k+1

✓
n
k

◆
=

n(n � 1)(n � 2) · · · (n � k + 1)
1 · 2 · 3 · · · k

,
✓

n
0

◆
= 1

Qn(x) n = 1/2

Q1/2(x) = x �
1
2
3

x3 �
1
8
5

x5 �
1

16
7

x7 �
1

128
9

x9 � · · ·

Z x

0
(1 � t2)1/2 dt = Q1/2(x)

Q1/2(x) =
•

Â
n=0

✓ 1
2
n

◆
(�1)n

2n + 1
x2n+1

(1 � x2)1/2

(1 � x2)1/2 = 1 � 1
2

x2 � 1
8

x4 � 1
16

x6 � 1
128

x8 � · · ·



NEWTON y las fluxiones

4. Isaac Newton (1643-1727)

4.1. Series de potencias

Las operaciones con números que producen expresiones decimales infinitas
se repiten por analoǵıa con los polinomios y dan series de potencias.

Por división se obtiene

1

1 + x
= 1� x+ x2 � x4 + x4 � x5 + . . .

Aproximando la ráız cuadrada se obtiene

p
1 + x2 = 1 +

x2

2
� x4

8
+

x6

16
� 5x8

128
+

7x10

256
� · · ·

Resolviendo la ecuación afectada y3 + a2y + axy � 2a3 � x3 = 0 en y
resulta

y = a� x

a
+

x2

64a
+

131x3

512a2
+

509x4

1638a4
+ · · ·

4.2. Fluxiones y tangentes

Cada cantidad variable x o fluente vaŕıa o fluye con el tiempo, con una
velocidad ẋ o fluxión.

Tras un intervalo de tiempo o (que resultará ((evanescente))) la cantidad
variable x tendrá en el instante t + o el valor (o posición) x + ẋo, con un
incremento ẋo llamado momento (que también resultará ((evanescente))).

El tiempo t verifica ṫ = 1 (o es el momento de t).

Newton se plantea dos problemas inversos con dos fluentes que fluyen
ligadas por una relación o ecuación:

1. Dada una relación entre fluentes encontrar la relación entre sus fluxiones.

2. Dada una relación entre fluxiones encontrar la relación entre sus fluentes.

11

Lenguaje actual: el problema 1 es derivar y el 2 es integrar



Problema 1
Para resolver el Problema 1 Newton elabora un álgebra para o:

1. Se puede dividir por o.

2. Cuando oo opera junto a o puede despreciarse.

3. Cuando solo queda o puede despreciarse.

Ejemplo y = x3: y + ẏo = (x + ẋo)3 = x3 + 3x2ẋo + 3xẋ2oo + ẋ3ooo.
Simplificando:ẏo = 3x2ẋo+ 3xẋ2oo+ ẋ3ooo. Aplicando álgebra de o:

1. Se dividir por o: ẏ = 3x2ẋ+ 3xẋ2o+ ẋ3oo.

2. Cuando oo opera junto a o se desprecia: ẏ = 3x2ẋ+ 3xẋ2o.

3. Cuando solo que da o se desprecia: ẏ = 3x2ẋ.

En general: Con y = xn da ẏ = nxn�1ẋ. El ejemplo de Newton:

x3 � ax2 + axy � y3 = 0, (3x2 � 2ax+ ay)ẋ+ (ax� 3y2)ẏ = 0.

4.3. Áreas y su fluxión

5. Gottfried W. Leibniz (1646-1716)

5.1. Diferenciales: Tangentes

5.2. Diferenciales: áreas

5.3. El teorema fundamental en Leibniz

6. Primera evolución del cálculo

6.1. Continuadores continentales

6.2. Continuadores insulares

6.3. La Sociedad anaĺıtica

6.4. De Cauchy a Weierstrass

Las matemáticas constituyen, desde los Elementos de Euclides, una cien-
cia que aspira a plasmarse en teoŕıas organizadas al modo lógico-deductivo.
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Con las reglas de la suma y el producto el cálculo de fluxiones 
se extiende a polinomios y series de potencias



Tangente y 
Curvatura

Para resolver el Problema 1 Newton elabora un álgebra para o:

1. Se puede dividir por o.

2. Cuando oo opera junto a o puede despreciarse.

3. Cuando solo queda o puede despreciarse.

Ejemplo y = x3: y + ẏo = (x + ẋo)3 = x3 + 3x2ẋo + 3xẋ2oo + ẋ3ooo.
Simplificando: ẏo = 3x2ẋo+ 3xẋ2oo+ ẋ3ooo. Aplicando álgebra de o:

1. Se dividir por o: ẏ = 3x2ẋ+ 3xẋ2o+ ẋ3oo.

2. Cuando oo opera junto a o se desprecia: ẏ = 3x2ẋ+ 3xẋ2o.

3. Cuando solo que da o se desprecia: ẏ = 3x2ẋ.

En general: Con y = xn da ẏ = nxn�1ẋ. El ejemplo de Newton:

x3 � ax2 + axy � y3 = 0, (3x2 � 2ax+ ay)ẋ+ (ax� 3y2)ẏ = 0.

Con las reglas de la suma y del producto, el cálculo de la fluxión se
extiende a polinomios y series de potencias.

Según la costumbre de la época, la tangente a y = f(x) se determina
calculando el segmento subtangente t.

El coeficiente angular de la tangente es u = ẏ
ẋ .

Por semejanza con el triángulo infinitesimal se verifica

y

t
=

ẏo

ẋo
=

ẏ

ẋ
= u, t =

y

u

Para Newton, el radio de curvatura ⇢ es el radio de la menor circunferencia
tangente a la cura, lo calcula (como Huygens y Gregory) por el método de
punto de intersección de la normal con otra ((muy próxima)). El resultado es

⇢ =
(1 + u2)

3
2

u̇

12



NEWTON Método de fluxiones y series infinitas (1671/1736)

Con las fluxiones resuelve cuestiones de geometría de curvas::

 Inscribir el mayor rectángulo en un segmento de curva dado.

 Normal a una curva desde un punto.

 Recta que pasa por un punto y corta a dos curvas según un 
segmento máximo o mínimo.

 Recta que corta a una curva bajo un ángulo máximo.

 Determinar vértices y anchuras máxima o mínima de curvas.

 Puntos de curvas en los que la curvatura es máxima o mínima.

 Dada una elipse, ángulo mínimo en que la ordenada corta a un 
diámetro.



NEWTON 
y las áreas

Del Análisi…, 
p. 55

4.3. Áreas y su fluxión

En Del Análisis da las tres reglas para la cuadratura de las curvas me-
diante series infinitas:

1. Para y = ax
m
n el área ABD es z = an

m+nx
m+n

n .

2. La cuadratura es lineal (cuadrar funciones polinómicas).

3. También para series de potencias (incluso exponentes fraccionarios).

Con estas reglas llega a dar una tabla de cuadraturas

Teorema fundamental del cálculo: El area ABD, denotada z, depende de
la abscisa x y su fluxión respecto a ella es la orenada y, es decir:

ż

ẋ
= y.

Después de avanzar la prueba mediante un ejemplo, lo demuestra me-
diante fluxiones para z = an

m+nx
m+n

n .

5. Gottfried W. Leibniz (1646-1716)

5.1. Diferenciales: Tangentes

5.2. Diferenciales: áreas

5.3. El teorema fundamental en Leibniz

6. Primera evolución del cálculo

6.1. Continuadores continentales

6.2. Continuadores insulares

6.3. La Sociedad anaĺıtica

6.4. De Cauchy a Weierstrass

Las matemáticas constituyen, desde los Elementos de Euclides, una cien-
cia que aspira a plasmarse en teoŕıas organizadas al modo lógico-deductivo.
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NEWTON y las áreas

4.3. Áreas y su fluxión

Teorema fundamental del cálculo en Del Análisis : El área ABD, deno-
tada z, depende de la abscisa x y su fluxión respecto a ella es la orenada y,
es decir:

ż

ẋ
= y.

Después de avanzar la prueba mediante un ejemplo, lo demuestra mediante
fluxiones para z = an

m+nx
m+n

n .

De esta prueba siguen las tres reglas para la cuadratura de las curvas
mediante series infinitas:

1. Para y = ax
m
n el área ABD es z = an

m+nx
m+n

n .

2. La cuadratura es lineal (cuadrar funciones polinómicas).

3. También para series de potencias (incluso exponentes fraccionarios).

Si ẋ = 1 esto significa que ż = y y para obtener z Newton procede aśı:

1. Expresa y en serie de potencias

2. integra término a término

Con estas reglas llega a dar una tabla de cuadraturas (primitivas).

5. Gottfried W. Leibniz (1646-1716)

Viajó a Londres en 16??
Aprendió matemáticas con Huygens en los años 70. Viajó a Londres en

5.1. Analoǵıa combinatoria

Sumas y diferencias

El triángulos caracteŕıstico usado por Pascal y Barrow)

ds : dx : dy :: ⌧ : y : t :: n : v : y

Luego la subtangente y la subnormal son:

t = y
dx

dy
, n = y

dy

dx
. .[y2 = tv].
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Desarrollos trigonométricos. En la figura se representa un cuadrante de
ćırculo de radio unidad, y es el arco del seno x, el área entre ambos es z, de
manera que ż

ẋ =
p
1� x2; con ẋ = 1 y queda ż =

p
1� x2, que tiene un

desarrollo en serie conocido; ((integrando término a término)) se obtiene z =.
Pero la geometŕıa da las relaciones

z =
1

2
y +

1

2
x
p
1� x2, y = 2z �

p
1� x2,

de la última sigue el desarrollo del arco del seno:

y = [arcsin x] = x+
1

6
x3 +

3

40
y5 +

5

112
x7 + · · ·

Newton invierte esta formula para obtener (por primera vez)

x = sen y = y � 1

6
y3 +

1

120
y5 � 1

5040
y7 + · · ·

y de esta deduce la serie del coseno calculando cos y =
p
1� sen2 y.

Figura 4: El desarrollo del seno por Newton.

5. Gottfried W. Leibniz (1646-1716)

Viajó a Londres en 16??
Aprendió matemáticas con Huygens en los años 70. Viajó a Londres en
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Gottfried W. LEIBNIZ
(1646–1716)

•
•

•
•



LEIBNIZ aprendió matemáticas en 
París con Huygens en los años 70 y 
pronto empezó a publicar breves 
extractos de su cálculo en 
Acta Eroditorum 

Tras la actusación de plagio a Newton, 
escribió en 1714
Historia et origo calculi differentialis

Mary Sol de Mora Charles



Newton y las series infinitas 663

Por tanto
1=4w

0

.x ! x2/1=2 dx D
!

2

3
x3=2 !

1

5
x5=2 !

1

28
x7=2 !

1

72
x9=2 !

5

704
x11=2 ! " " "

"1=4

0

D
2

3 " 23
!

1

5 " 25
!

1

28 " 27
!

1

72 " 29
!

5

704 " 211
! " " " (10.22)

A B O

C
y D

p
x ! x2

Figura 10.4. Cuadratura
r 1=4

0

p
x ! x2 dx

En la figura 10.4 se ha representado el semicírculo de centro .1=2; 0/ y radio 1=2. El sector
circular COA tiene amplitud !=3 por lo que su área es la tercera parte de la del semicírculo,
es decir, !=24. Como BC D

p
3=4, el área del triángulo BOC es

p
3=32. Por otra parte, la

integral calculada en (10.22) es el área de la región ACB. Por tanto:
1=4w

0

.x ! x2/1=2 dx C
p

3

32
D
!

24

Deducimos que

! D
3
p

3

4
C 24

#
2

3 " 23
!

1

5 " 25
!

1

28 " 27
!

1

72 " 29
!

5

704 " 211
! " " "

$

Y de esta forma, Newton expresa la cuadratura del círculo por medio de una serie infinita que,
además, converge rápidamente.

La confianza de Newton en los procesos infinitos queda reflejada en las siguientes palabras
de la citada obra De analysi:

Todo lo que el análisis común [es decir, el álgebra] realiza por medio de ecuaciones con
un número finito de términos, este nuevo método puede siempre conseguir lo mismo por
medio de ecuaciones infinitas, de tal forma que no he tenido ninguna duda en darle asi-
mismo el nombre de análisis. Porque el razonamiento es éste no es menos cierto que en
el otro; ni las ecuaciones menos exactas; aunque nosotros los mortales, cuyo poder de ra-
zonamiento está confinado dentro de estrechos límites, no podemos expresar ni tampoco
concebir todos los términos de esas ecuaciones como para conocer exactamente a partir
de ellas las cantidades que deseamos. . . Para terminar, podemos considerar todo esto como
perteneciente al Arte Analítica, con cuya ayuda pueden ser determinadas de una manera
exacta y geométricamente las áreas, longitudes, etc., de curvas.

Es decir, Newton no sólo descubrió el teorema binomial sino que las series infinitas proporcio-
naban un método de análisis con la misma consistencia interna que el álgebra de ecuaciones
finitas.

Universidad de Granada
Dpto. de Análisis Matemático

Prof. Javier Pérez
Cálculo diferencial e integral
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LEIBNIZ: 
la cuadratura aritmética
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Las reglas de LEIBNIZ para diferenciar también tienen 
inspiración combinatoria
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