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CASO 1
EL PROBLEMA DE LA CATENARIA
RESUELTO (1691) POR JOHANN
BERNOULLI
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Lectiones de Methodo Integralium (1742)




Leccién 36. La forma de la curva catenaria

L.ECTIO,.TRIGESIMA:SEXTdd
De Curvis Funiculariis vel Catenarits. :

Uaotum utilitatis Problema linex Catenariz in Geome=

cria obtineat , videre eft ex tribus folutionibus A
Liyjienfibus anni preeteriti (1691) infertis, & pracipue ex iis
que Celeb: LEIBNITIUS, ibi annotat, Primus qui deifta,
curva a filo, vel potius catenula qua non eft extenfibilis, li-
bere. pendente formata cogitavit , fuit GALILEUS 5 natu-
ram autem ejus non penetravit , utpote qui Parabolam effe.
ftatuit , qua tamen minime eft. Joachjmus JUNGIUS , ut
animadvertit Dous. LEIBNITIUS, per calculum & multa ex-
perimentainftituea , comperiit non efle Parabolam ; interim
veram curvam non affignavit.  Solutio itaque eximii hujus
Problematis ad noftrum ufque tempus refervata fuit; quam,
una cum calcalo qui in A folutioni* non adjungieur , hic
exhibemus. Curva interim catenaria duplex elt, vel vulgaris,
que formatur a filo vel catena qualiter craffa , feu in omni-
bus fuis punétis xqualiter gravata ; vel non vulgaris, que nem-
pe formatur a filo inzqualiter craflo, id eft, quod in omni-
bus fuis pundtis inequaliter eft gravatum, & quidem in ratione
* Vid. Nus. IV. pag. 48, Tonh L. Qq q 2 _appli-
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MENSIS JUNII A, M DC XCIL 275
natimque applicata HA producatur ad E, ita ut recta GE fit @qualis
linew Parabolica BH ; dico pun&umEeﬂ'em Curva Funicularia EBF.

Ex his patet, Curva hujus EBF naturam pér @quationem Geo-
metricam haberi non pofle, mf‘ fimul rc&nﬁcano lmcz Pzrabohcz
detur.  Hujus autem & p
nem lubens omitto , ne Celeb almam
vel praripiam, vel nnvenuﬂ.la fuPer hac materia plane ﬁ:ppnmendx
anfam prabeam: hujus Curva p
addidero:

- 1. Duétatangente FD,cnrAF AD::BC. BF curvam.

2. AE vel AF zquatur curva Parabofice BH dcmpta re@aAG.

3. Curva BE vel BF xqualis eft recte AG, i. e. portiones curvafu-
niculariz ad axem applicatz conficiunt Hypérbolam :qulllte-
ram :infignis cft hujus Curvz proprictas.

4. Spatium Funicul E vel BAF cft le recangulo fub
BA & AF , diminuto re&anFu!o fubCB & FG

P

5. Curva MNO, ex cujus laria, BE,eft
tertia. pmpomomhs adCB & AG.
6. Recta Oefttertia prop lisad CB & CA.
7. Reta BM usque ad principium curve MNO fumta @quatur
(iCB.

3. lgﬂ’ eft dupla ipfius BA«.

9. Rectangulum fub CB & PO duplum eft fpatii hyperbolici ABG

10. Recta CP bife@aeft in pun&o A.

11 Curva EB eftad curvam MNO, ut reéta CBad re@tam AG.

12.8i ad AG applicentur duo Re@angula Al, AK, quorum unum
Al ci quod {ub femilatere transverfo CB & recta FG compre-
henditur retangulo, alterum AK quodipfi fpatio Hyperbolico
BGA zquatur; & differentiz latitudinum KI fumatur in axe a
vertice B zqualis BL , erit puntum L centrum gravitatis curva
Funiculariz EBF.

13 Si fuper EF infinite intelligantur deferiptae cutvae ipfi Funicu-
laviz EBF 2quales, illzque in rectas extendantur, & in fingulis fin-
gulx extenfz pundtis applicentur recte. ipfis refpective diftan-
tiis a Linea EF @quales, erit ongnium fpatiorum qua fic efficiuntur
illud quod a Funicularia glgmmr maxlmum.

Mm Caepit
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276 ACTA ERUDITORUM

Coepu Hon, Frater fpecu[anonem hznc mcndzre emm adfi
nes i craffos,
obtiner zquatione algebraica zxpnrmbxlzmy m:mqu: unum cafim,
quo problema per Curvam fimplicem Mechanicam {olviposfit: nems
pe fi fupponatur Figura Curvilinea ABDEG, cujus applicata GE fit
reciproce in dimidiata ratione abfcifl AG, eaque fit in omnibus fhig
lppﬁcms flexilis , hoc eft, fi concipiatur fanis AG gravatus in fingulis
fuis punis refpectivis reflis GE, vel (quod tantundem eft) differen-
tiis applicatarum GH in Parabola- AHI, aut denique portiunculis curs
va cycloidalis AHI ( cujus vertex A) isque fic gravatus fufpendi intel-
ligatur, itaut pun@um A fit omnium infimum ( quod fit,, ubi conne- -
xum habuerit a parte A alium fanem cjusdem lonytuduus &inzqua-
libus a puncto A diftantiis zqualiter gravatum):tum jubet ad. axem
AG cunlhuere Hyperbalam aquilateram ABC m}u \'remx A,-app].i-

ad E,ita

vel mmvm’o & linea DE, fit @quale fpatio ADB; oftenditque p pum
@um E efle ad curvam quafitam AEF, quam funis dicta ratione
vatus format, ipfam vero curvam AE :ﬂ'e tertiam proportionalem
ad re@um vel latus Hyperbolz & appli ejus DB;
tangentem EH haberi {umpta IH .quarta proporuonah ad femilatus
redtum, abfciffam AD & applicatam DB, &c, Reperi .-mtem,quad
memorabile eft, curvam hanc AEF illam ipfam effe, ex cujus evolu-
tione altera BE, quam uniformis cra:T itiei funis format, deferibitur;.
adeoque eandem cum curva MN

Notare convenit, quod fi q\us experimentis haxc examinare in-
ftitat, catenulam pre fune l’ehgere debezr,qncm ob nimiam cumle-
vitatem tum rigidi ad id ineptum d Catervm
qui materiam hanc perficere & ampliare volet, poterit inveftigare-
naturam curvae, quam refert funis mhypn(h:f fia Terra centro diftan~
tie finitz, vel fi {Upponatur infiper a proprio pondere extenfibilis,
aut quocunque alio modo gravatus: vel etiam vice verfa qualiter
illum gravare conveniat, ut referat lineam Parabolicam, Hyberbo-
licam, Circularem aliamve quameunque datam curvam: Res enim -
omninoin potsftate efts

v DE
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Ejemplo (YBC 6967)

@ MCT 129 artifact entry (No. P255041).

(2023, February 1)
Cuneiform Digital Library Initiative (CDLI),
https://cdli.ucla.edu/P255041.
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Ejemplo (YBC 6967)

Obverse Reverse
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Ejemplo (YBC 6967)

RN FhdT

TRl (Y

Obverse Reverse

e Un reciproco excede a su reciproco en 7.

e ;Cuales son el reciproco y su reciproco?

e TU: divide en dos el 7 mediante el cual el reciproco excede
a su reciproco, y obtendras 3.30
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Ejemplo (YBC 6967)

Obverse Reverse

e Un reciproco excede a su reciproco en 7.

e ;Cuales son el reciproco y su reciproco?

e TU: divide en dos el 7 mediante el cual el reciproco excede
a su reciproco, y obtendras 3.30
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Ejemplo (YBC 6967)

Obverse Reverse

e Multiplica 3.30 por 3.30 y obtendras 12.15.

e Anade 1, el area, al 12.15 que obtuviste y entonces
obtendras 1 12.15.

e ;Cudl es el ladoigual de 1 12.15? 8.30.
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Ejemplo (YBC 6967)

Obverse Reverse

e Multiplica 3.30 por 3.30 y obtendras 12.15.

e Anade 1, el area, al 12.15 que obtuviste y entonces
obtendras 1 12.15.

e ;Cudl es el ladoigual de 1 12.15? 8.30.
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Ejemplo (YBC 6967)
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Obverse Reverse

e Coloca 8.30y 8.30, su equivalente, y resta 3.30 de uno de
ellos.

e Anade 3.30 a uno de ellos.

e 12 es el reciproco, 5 es el reciproco.
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Ejemplo (YBC 6967)
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Obverse Reverse

e Coloca 8.30y 8.30, su equivalente, y resta 3.30 de uno de
ellos.

e Anade 3.30 a uno de ellos.
e 12 es el reciproco, 5 es el reciproco.

Eduardo Dorrego y Antonio Mellado Taller practico



En resumen

Un reciproco excede a su reciproco en 7.
¢, Cudles son el reciproco y su reciproco?

Tu: divide en dos el 7 mediante el cual el reciproco excede
a su reciproco, y obtendrés 3.30

Multiplica 3.30 por 3.30 y obtendras 12.15.

Anade 1, el area, al 12.15 que obtuviste y entonces
obtendras 1 12.15.

¢,Cual es el ladoigual de 1 12.157 8.30.

Coloca 8.30 y 8.30, su equivalente, y resta 3.30 de uno de
ellos.

Anade 3.30 a uno de ellos.
12 es el reciproco, 5 es el reciproco.
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En resumen

Un reciproco excede a su reciproco en 7.
¢, Cudles son el reciproco y su reciproco?

Tu: divide en dos el 7 mediante el cual el reciproco excede
a su reciproco, y obtendras 3.5

Multiplica 3.5 por 3.5 y obtendras 12.25.

Anade 60, el area, al 12.25 que obtuviste y entonces
obtendras 60+12.25.

¢ Cual es el ladoigual de 60+12.25? 8.5.

Coloca 8.5y 8.5, su equivalente, y resta 3.5 de uno de
ellos.

Anade 3.5 a uno de ellos.
12 es el reciproco, 5 es el reciproco.
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En lenguaje moderno

Un nimero excede a otro en 7. Cual es el valor de ambos si su
producto es 60 — = - (z + 7) = 60

Solucién

Divide en dos 7, resultando 3.5 (1).
Multiplica 3.5 por si mismo; resultado (Z)2.
Anade el area (60) a (%)?; resultado 252.
¢Cudl es el lado del cuadrado? '
Réstale 7

Un ndmero es 12 y el otro 5.
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Posible método (geometria)

712 712

712 712

712

72

712 772

712

1712
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Posible método (geometria)
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712 772

712

1712
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En lenguaje moderno

Un nimero excede a otro en 7. Cual es el valor de ambos si su
producto es 60 — = - (z + 7) = 60

Solucién

Divide en dos 7, resultando 3.5 (1).
Multiplica 3.5 por si mismo; resultado (Z)2.
Anade el area (60) a (%)?; resultado 252.
¢Cudl es el lado del cuadrado? '
Réstale 7

Un ndmero es 12 y el otro 5.

Eduardo Dorrego y Antonio Mellado Taller practico



En lenguaje moderno

Un nimero excede a otro en 7. Cual es el valor de ambos si su
producto es 60 — x - (z + 7) = 60

Solucién

Divide en dos 7, resultando 3.5 (I).
Multiplica 3.5 por si mismo; resultado (Z)2.
Anade el rea (60) a (%)?; resultado 222 = 60 + ().

¢Cudl es el lado del cuadrado? ' = /60 + (£)2.

Reéstale T = /60 + (2)2— 1.

Un ndmero es 12 y el otro 5.
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Equivalencia algebraica (férmula)

2+ Tz = 60
Si aplicamos la formula:
—7T4+V7?+4-60
Tr =
2
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Equivalencia algebraica (férmula)

2+ Tz = 60
Si aplicamos la formula:
—7T4+V7?+4-60
Tr =
2

Si aplicamos el método babil6nico:

Ty T
xr = 604‘(5) —5
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Equivalencia algebraica (férmula)

2+ Tz = 60
Si aplicamos la formula:
—7T4+V7?+4-60
Tr =
2

Si aplicamos el método babil6nico:

To T 7 [ 7.,
= ) ——=—= — 60
x 60+(2) 5 2+ (2) +
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Equivalencia algebraica (férmula)

2+ Tz = 60
Si aplicamos la formula:
—7T4+V7?+4-60
Tr =
2

Si aplicamos el método babil6nico:
7 7 7 7

2 2
x 60+(2) 5 2+ (2) +

T, 460
2 4
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Equivalencia algebraica (férmula)

2+ Tz = 60
Si aplicamos la formula:
—7T4+V7?+4-60
Tr =
2

Si aplicamos el método babil6nico:
7 7 7 7

2 2
x 60+(2) 5 2+ (2) +

7 724+ 460 7 V724460
N T Tt
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Equivalencia algebraica (férmula)

2+ Tz = 60
Si aplicamos la formula:
—7T4+V7?+4-60
Tr =
2

Si aplicamos el método babil6nico:
7 7 7 7

2 2
x 60+(2) 5 2+ (2) +
7 724+ 460 7 V724460 —T+V72+4-60
27 VI 2 - 2
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284 Lz IL cxveRe p’Ar1Tin

A C,0uP G, au gnomon POBA, d'ou s'enfuic que fix
quarrez de AB, excedent d fix quarrez de A C, enfix
gnomons POBA, &c.

pEs EqvATioNns. Pr. LXIX. 28y
tequis. Denmonflration Arithmerique. Sila converfiondu
multinomie de celte folution en nombre Arich. fuftle~

Prosremxe LXIX,

Stant dones. trois termes, defquels le premier (), le fecond
(X)(©),le troifiefime nombre algebraique quelconque: Trou-
wer leur quatriefme térme proportionel. -
®-+®  NotAa. Lebinomiedu fecond terme
—®+© donnédecep {c peut
©®—© enuoisdifferences,d feavoir:
Lefquelles tois differences nous de-
clarerons feparcement.

PREMIERE DIFFERENCE DE SE-

coNp TERME (D+4@©.

Explication du donné. Soyent donnez trois termes fe-
lon e probleme tels: le premiers @, lefecond 6 (1=
40,le troifiefine 1. Explication dirrequis. 11 faut trou=
ver leur quatriefime terme proportionel. -

Conflrudtion.

Lequarré de lamoitiede 40 donné, eft 400
Du mefine foubftraict le cube de 2 (tiers dé

6de 6 () qui elt8, refte 392, (aracine o/

392, qui ajouftéc d 20, moitic de 40 don-

nez, faid 200+#302

Saracinc cubique eft
A laquelle ajoufté fon refpondant binomie

difioinét comme A/ Dbino.20—a’ 392
Donne fomme Y @ bino.x0 ¢ 3014

®bine.20—1"392
Laquelle je di efirc lc quatricfine terme proportionel
# sequiss

Eduardo Dorrego y Antonio Mellado

W/ Gbino.zo +4"392

inventée (quand il fera poflible comme
icy ) ce feroir finguliere invention, fervant antant aux
problemes {nivans, comme a ceftui-cy; & le trouverions
valoir 4, par lequel nous pouvons faite demonftration,
mectant foubs chafcun terme fa valeur en cefte fortez
1®. 6D+ 40. 1@, 3 s
64 64 4 4o

Et appert que 4 eft leur quattiefine terme propot<
tionel.

Quant 4 J'addition, que nous avons dict generale,
parle moyen du theoreme du 24 probleme; 4 {Gavoir
que multipliant le quotien: des deux racines cubiques
Plns un, parle divifeurs Elle ne nous faille en rien,mais
parce que les parties font incommenfurables , 4 la fin
nous reviennent les mefmes deux racines cubiques des
binomies donnez.

Mais pour trouver cc 4 terme cn nombre abfolus,
rnrf.xiftemcm ou fi pres que I'on veut, nous renyoyons

e Leteur d une reigle generale qui fera mifedla findu
77-probleme fuivant, ce qui fervira non feulement icy,
mais auflid tous les problemes fuivantsjufquesdlamel-
me reigle.

. daurre d q

Soyenta lafigure du theoreme devant ce 69 proble-
me {clon la precedente operation, deux cubes,LF 20
+1/392,& CHN 20 — ¢/ 392, leur fomme eft 40, &
leur produi€t8; Doncques le cofte D F, ou A C, faict ¢
@ bim. 30 +- ¢ 392, 8 le cofté CB,faict / @) bimo. 20 —
#/ 391, lefquels deux coftez A C, & C B, ajouftez, font

pour le cofté AB,ducube AE, ¢/ @ bins. 20 -4/ 39+~
: ; P20}
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Explicacion

Lo primero que hay que tener claro es que el autor no esta sino
hablando de ecuaciones, solo que con otro lenguaje: el de las
proporciones.

E Stant donnez, trois tevmes, defquels le premier (3, le fecond

0)©),le troifiefine nombre algebraique quelconque: Trou-
oyt —
wer lenr quatriefmeterme proportionel. '

En general: dados a, b, ¢, el cuarto proporcional x sera tal que:
&

—=— < ax =bc
X

En su caso: dados z3, az + b, z, el cuarto proporcional = sera

tal que:
$3 X

ar+b x

=1 22=ax+0b
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Explicacion

El autor, que es Stevin, explica en esta parte de su
L'Aritmetique (1585) el modo de resolver la ecuacién cubica,
pero lo va a hacer diferenciando tres casos (differences):

Stant donnes trois tevimes, defquels le premier (), le fecond
@ ©)sle troifiefine noibre algebraique quelconque: Trou-
wer leur quatriefie terme proportionel. ;

O+© NoTAa. Lebinomic du fecond terme
—(®+®© donnéde ceprobleme, fc peutrenconticr
" ©®—© enwoisdifferences,d fcavoir:

Lefquellcs twois differences nous de-
clarerons feparecment.

2 = ar+b
3 = —ar+b
2 = ar—b
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DE LIMPERFECTION QUIL Y A EN

CESTE PREMIERE DIFFERENCE.

1l avient enaucuns exemples de cefte difference,que
le quarré de la moitie du ©)donné, fera moindre que
le cube du tiecsdu nombre de multitude de @ donnée;
D’ousenfuit que le mefine cube;ne fe pourra foubftrai-
re d’iceluy quarré, comme veut la teigle de la prece-
dente conftruction;; de forte que cefte premiere diffe-
rence (enfemble aucuns exemples des problemes fui-
vans, qui {¢ convertiflent en icelle ) eft encore impar-
faicte. Rafacl Bombelle la folve par diction de plus de
moins & moins de moins en cefte forte: Soyent les trois ter-
mes donnez, defquels on requicrt le quatticfine pro-
portionel, tels: le premier 13), le fecond 30 @ +- 36,le
troifiefme 1 (@.

Conftiuition femblable i laprecedente.
Le quarr¢ de la moitie de 36 donnéeft 314
Du mefine foubftraictle cube de 10 (tiers de
30 des3o0 () données) qui eft 1000, refte
— 676, fa racine +de —26, qui ajouftéd
18, moitie des36,faic 18+ de—26
Sa
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288 . Le IL rivere p'AriTH.
Saracine cubique «/ ®bino.18 +de—24
A laquelle ajoufté fon refpondant binomic

ditioinét, comme v ®bino.18 —de—26
Donnefomme & folution & ®bino.18 +de—26

1/ @ bino. 18 —de—26.

Or fi par les nombres de cefte folution, 'on fceuft ap-
procher infinementd 6 (carils vallent precifement au-
tant) comme on fait par les nombres de la folution,du
precedent premicr exemple, certes cefte difference fe-
roit en fadefirée parfection.

Cardane met aufli en fon 4liza quelques exemples,
fervans 4 cefte matiere,mais par generaux, ains d taftons,
par lefquels aprés grand travail, on ne peut fouyentes-
fois rien en effe@tuer. Quant 4 moy, jeftime inutile
d’en efcripre icy de femblables; La raifon eft,que cequi
ne fe peur trouver par certaine reigle, femble indigne
d'avoir lieu entre les propofitions legitimes. Dautre
pat, que de ce qui fe {olve en telle maniere, la Fortune
en merite autant d’honneur, comme lefficient. Au ticrs,
qu'il y a aflez de maricre legitime, voire en infini, pour
sen exercer, fans s'occuper, & perc_ire le temps, cn les
incertaines : pourtant nous les paflerons oultre. Ceux
aufqucls plairont tels exemples, ils en pourront faired
Leur plaifir.
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Respecto a la primera difference, explica en esta parte de su
L'Aritmetique el caso de aquellas ecuaciones cubicas del tipo
23 = az + b que llevan a radicandos negativos si se aplica la
formula:

DE L'IMPERFECTION QUIL Y A EN
CESTE PREMIERE DIFFERENCE.

1l avient enaucuns exemples de cefte difference,que
le quarré de la moitie du ©)donné, fera moindre que
le cube du tiersdu nombre de multitude de @ donnée;
D ous’enfuit que le melme cube,ne fe pourra foubftrai-
te d’iceluy quarré, comme veur la reigle de la prece-
dente conftruction; de forte que cefte premiere diffe-
rence (enfemble aucuns exemples des problemes fui-
vans, qui {e convertiflent en icelle ) eft encore impar-
faicte. Rafacl Bombelle la folve par diction de plus de
moins & moins de moins en cefte forte: Soyent les trois ter-
mes donnez, defquels on requicrt le quattiefme pro-
portionel,tels: le premier 13), le fecond 30 @ +- 36,le
troificfme 1 (D).
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faicte. Rafacl Bombelle la folve par diction de plus de
moins & inoins de moins en cefte forte: Soyentles trois ter-

mes donnez, defquels o : [0-
portionel, tels: le premieq1(3), le fecond 30 @ + 36]le

troificfme 1 (@),

Para explicar el procedimiento echa mano de la ecuacién:
23 = 30x + 36, cuya solucion, que es 6, es también:

{’/18+26\/—_1+ {’/18—26\/—_1

288 _ Le IL rivre pAriTH.
Saracine cubique v ®bino.18 + de—24
Alaquelle ajoufté fon refpondant binomie
difioinét, com & @Dbino.18 —de—26
Donne{fomme & (blutionl &/ (D)bino. 18 - de —26
@V@bhm 18 —de—26.

- -
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Conclusion: parece que Stevin
inciertas”...

288 Le IL Livere p'AriTi.
Saracine cubique v ®bino.18 + de =24
A laquelle ajoufté fon refpondant binomie

difioinét, comme &/ ®bino.18 —de—26
Donne fomme & folution &/ ®bino. 18 +de—26

-+ ¢/ @ bino. 18 —de—26.

Or fi par les nombres de cefte olution, L'on fceuft ap-
procher infinementd 6 (carils vallent precifement an-
tant) comme on faict par les nombres de la folu[ion,(!u
precedent premier exemple, certes cefte difference fe-
roiten fa chﬁrc'c parfection.

Cardane met aufli en fon Alizz quelqies exemples,
fervans d cefte matiere,mais par generaux, ains d taftons,
par lefquels aprés grand travail, on ne peut fouventes-
fois rien en cffeétuer. Quant 4 moy, jeftime inutile
d’en efcripre icy de femblables; La raifon eft,que ce qui
ne fe peut trouver par certaine reigle, femble indigne
davoir lieu entre les propofitions legitimes. Dautre
part, que de cequi {e folve en telle manicre, la Fortune
en merite autant d’honneur, comme leflicient. Autiers,
qu'il ya aflez de maticre legitime, voire en infini, pour
sen exercer, fans s'occuper, & pcrg{re le temps , cn les
incertaines: pourtant nous les paflerons oultre. Ceux
aufquels plairont tels exemples, ils en pourront faired
Leur plaifir.

Eduardo Dorrego y Antonio Mellado

no acoge bien estas “cosas

Ahora, si mediante los nimeros de esta solucion, pudiéramos
aproximarnos infinitamente a 6 (pues es precisamente su valor)
como se hizo mediante los nimeros de la solucién el anterior
primer ejemplo, ciertamente esta diferencia [este subtipo de
cubicasl estaria en su deseada perfeccion.

Cardano pone en su Aliza algunos ejemplos [...] En cuano a mi,
estimo inutil incluir aqui ejemplos similares. La razén es que lo
que no se puede encontrar mediante regla cierta parece indigno
de encontrar un lugar entre las proposiciones legitimas [...] hay
bastantes cosas legitimas, incluso infinitas, para trabajar con
ellas, sin ocuparnos y perder el tiempo en las inciertas [...]
Quienes disfruten tales ejemplos, podran hacer con ellos lo que
les plazca.
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PRILOSOPHIQUE, "
rhent une combinaison des autres fonctions élémentaires. — Pour

parvenir) ¢ ons', en particulier, par le radical \/‘,Iun—
Zines réeles, ot en géndral, par les exposans fractionmaires

racines q réelles ou i des’ quantités dgo- 5
mhnnques, et prenons la racine m des deux membres de I'égalité
= )
En faisant attention  lar nature de celte expression, nous aurons
(Vays =a=;

car la base doit rester constante et réelle , pour que la question soit
déterminée; et c’est la fonction @z qui doit répondre aux différentes
racines #=. Mais

(Vaps=(1+4(Va—1)ps=
+BE(Va )L (V) o e

Or en oblernnl que,, lorsque h quantité arbitraire m est infi- |
niment grande, le second membre de la derniére égalité se réduit
4 son premier terme (*), on obtiendra définitivement
0% = L.
va o
~ Telle an donc l- nature de la fonction en question. — Cette

celle dela g théorique primi-
tive de cette ﬁ)ncuon Cest Lidée ou la conception premiére, pro-

(*) Nous prions les géométres de ne pas trouver défectaeux qu'en supposant m
infiniment grande , nous négligions tous les termes par rapport au premier , dans
le second membre.de I'égalité dont il s'agit. — Ils trouveront ci-aprés, lorsqu'il
sera guestion du calcul différentiel , au moins une indication de la vraie méta-
Physique du calcul infinitésimal ; et il ne tiendra qu'd eux de voir que le procédé
que nous venons de suivre est RIGOVREUX.
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e e (MY — 1 e i (MY e 1) e g (M) et
# étant une quantité arbitraire; et partant, on aura

s 9 @) @) e ) et
o B @D b @ S @)

P et g éant deux q\unhul arbitraires. Ainsi, en observant que
ce développement peut toujours étre rendu convergent, au moyen
des deux quantités -arbitraires p et g, on verra que la fonction g
en question est susceptible de valeurs réelles. .

' Or, la fonction -Igonthm-qne @a> que nous venons de détermi-
mer, et qui se trouve avoir effectivement des valeurs réelles, est
évidemment une fonction dérivée fréwsvrams, parce qullo im-
p‘lqu: » dans son expremo-, des exposans infinis qui font sortir les
puissances qui leur répondent, de la classo des puissances ordi
naires , ibles d'une si nefet, enres
montant & la’ source transcendantale:, on 'trouve que les puissances
ordinaires qui répondent & des exposans finis, sont des fonctions
intellectuelles immanentes , ou des fonctions simples de lentende-
ment; et que les puissances qui répondent a des exposans infinis ,
ne sont possibles que par I'application de la raison aux fonctions
de Tentendement uenot ulmuda nommer, et sont ainsi des
fonctions intell 5. et des fonctions

dantes; ou des conceptions. de la raison, des idées pros

posées par celte faculté intellectuelle supréme.
1 Sensuit que les fonctions appelées Loganiranzs, sont des
fonctions algorithmiques £LimeNTAIRES, parmi les. fonctions algos:
rithmiques possibles pour Yhomme; et que la Tukonrs prs Looa-
wmrumes forme une des branches nécessaires de I'Agorithmie. -
* Pour répandre plus de: clarté sur la nature de ces foncuou ,'
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: Annl tout, xl ne fau pu
avons déterminée, savoir , .

% = e,
@ v

contient né i comme
le principe de toute la théoric des Ioglrn.hmel, et par m-éqant, &
quelle forme la loi fondamentale de cette théorie. - Clest donc’
de celte expression que dérivent ongmln‘emznl toutes les proprié~
1és et tous les développemens possibles de ‘ces fonctions : toute!
autre déduction de leurs propriétés’, et tout autre
de leur valeur ; sont nécessairement artificiels ou indirects. :

Or, suivant celle expression primitve ; on' trouve,
que si @,, x,, elc. sont des quanlités variables, et n,, n,, elc.
des quantités quelconques, on. a la relation

o (272 etel) o, 4 .02, - ete.,

qui forme un principe subordonné de 1a théorie des logari
Lu effet, on a o

0 (a2l ety ok (Elelistedt =1 |
Gt

et observant qu'en général (r—-) est une qn.nu|= mﬁmmenl
petite, on a de plus et en géndral

&= {1+ (@)t (-z"—x),
et pareouiuqlunl

! ‘x)+~.< 5--')+-.;. :

ol ete) = ’+e|c =n,.024nprtete.
i AR o oo s

En ltcond heu » suivant lexpnmon ntive de la fonction
dont il s'agit, on voit qulelle forme autant de systémes différens
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une purncuhnté En muhrplum le nu-
mérateur et le dénominateur de ceite: ﬂmwmm, par la’ quantité ln-
finiment grande oo qui entre dans son aqmuwn ona

o m((r D}

et alors le numérateur et le dénominateur sont des quantités finies.
Or le cas le plus simple de ces fonctions serait évidemment ce-
lui ou le dénominateur, dans lequel n’entre point la variable, se-
rait ég.l‘i T'unité; et par conséquent, o cette fonclion serait,
pour ainsi dire, indépendante de la base. 11 se présente donc, dansla
nature mémie de ces foncnom, la question rationnelle ou philoso-
phique dont voici le schéma:

w(Ve—1)=1;
e désignant le nombre qui répond a cette question. — L’expression
de co nombre philosophique, impliqué dans la génération méme
des fonctions dont il s'agit, sera par conséquent
e= (x +;) 5
expression qui, en développant le binome, donne

e=1 i gt
ou bien .
= 2,71828 etc.
Clest la 'expression lhwnqu primitive, I'idée ou la conception
du nombre qu'on appelle base des logarithmes naturels.
— Si nous déngmn- par L les logarithmes de ce l’lm nous
aurons en lier, pour cette base,

Lz:=w(.z.-—x),
et par cvluéqum, en général, pour une buequlwnque-, g
A 3 n_“(r—l)u. :
Revean
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PHILOSOPHIQUE. a5

De plus , suivant les expressions générales des fonctions Fx etf ,
on a évidemment

F—x)=F(+), f(—=2)=—f(+2);

F(x, —x,) = Fz,. Fx, = fr, . fr.
f (@, —x,) = Fx, . f, — Fx,.fr,

Tels sont les quatre théorémes géométriques connus (A) et
(B), qui forment le principe duquel Lagrange tire les diffé-
rentielles des fonctions nommées sinus et cosinus : on peut ac~
tuellement apprécier le rang logique de ce principe, et, par con=
séquent, la valeur philosophique des résultats qui en proviennent.
— Mais revenons 4 la Philosophie, et disons encore quelques mots
concernant le nombre remarquable que nous avons désigné par. ,
et que les mathématiciens connaissent déja dans la Géométrie ,
comme exprimant le rapport de la circonférence au rayon du
cercle, du moins dans un cas particulier.

Nous avons vu que ce nombre doit son existence au probleme
rationnel ou philosophique

@y

et que c'est la proprement que. se trouve son véritable et premier
principe. Nous avons vu de plus, que ce probléme est une ques-
tion proposée nécessairement,, par la nature méme de notre sa=
voir , dans la génération des fonctions algorithmiques nommées
sinus et cosinus. Nous avons vu enfin que son expression théo- '
rique est

x m‘/ - {LGa+V=1) — LG —V=D),

eut se réduire &

donc

—

1r=%,"“//:—‘ -

1

Mais il entre, dans cette expression, des logarithmes qui

(*) Jean Bernoulli.
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sont déja des fonctions algorithmiques pirivies; il reste donc le
“probléme de déterminer h nature de ce nombre philosophique ,
avec des fonctions algoril (TAd-
dition, 12 Multiplication et lcstmnces, qui sont, pour lhomme,
Ies élemem de tout cnlcnl) C'est Ja le dernier but de la raison ;.
cpu’[cimt du moins ucret, que cette législatrice de notre
savoir avait ﬁxe 4 tous ceux qul ;usqu’h ce ]onr, se sont occnpé-,
dans la G ie, de de

des lignes, le npport de la circonférence au rayon du cercle.
— Or, nous ayons trouvé, pour la nature du logarithme du nombre
n, lexpression. .

In= (@ —1),
quel que soit le nombre n, réel ou imaginaire; nous aurons donc
L VD) —L(i— V=)= {1+ V=1 —(— V) 5

et par conséquent ,

A= R (VI — VTR

Telle est définitivement la nature, Vexpression théorique lé-
menmre, Tidée primitive du fameux nombre = dont il sagit ici,
et qui, dans Te cas particulier on Za=1, est la valeur du rap=
port de la clrconfénnce au rayon du cercle. — En voici le dé-

yeloppement t ple, nt le binome de New!

(VI = e (V) (Vg (VT et

(= \/—Ti)‘=‘—;( V=)= (V=1 —55( V=iy—ete.
(+VZIF —(— V=i =
i {1—§+i—j+i—etc};

etwmmlqunl
®=8{1—~F+§—ytew) (*)

(%) Leibnitz.
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Explicacion
Wronsky comienza con una funcion ¢(x) tal que:

z = af®

de la que obtiene, aplicando el Binomio de Newton, la siguiente
expresion:
oF = [Wa"® = [1+(va- 1] =1+ 2 (ya 1)

<P(1~"3)'80($)2_1.(%_1)2+...

y por lo tanto:

fvfn—l—go(f)'(%—l)ﬁ)(f)-‘0(37;_1-(%—1)%...
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Pero ahora, “observando que cuando la cantidad arbitraria m
es infinitamente grande el segundo miembro de esta ultima
igualdad se reduce a su primer término”, obtenemos:

1
T~ — 1

p(z) = -1

Teniendo en cuenta que tanto el numerador como el
denominador son cantidades infinitamente pequenas, es decir,
infinitesimales, multiplicandolas por una cantidad infinitamente
grande m, obtendremos la misma expresion, ahora con un
numerador y un denominador finitos:

oo-(mi—l)
m.

= (v
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Wronsky menciona ahora que entre todas estas funciones (no
se pierda de vista que todas dependen de a), la mas simple
seria aquella en la que el denominador seria igual a la unidad,
y representa ese valor concreto de a para el cual dicho
denominador es igual a la unidad, mediante la letra e, valor
numeérico bien conocido:

oo-(°\°/é—1):1<:>e:<1+olo>oo

Por lo tanto esa funcién particularmente simple no es otra que
la funcién logaritmo neperiano:

lnx:oo-(a:é—l)
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A partir de este momento, no tenemos mas que tener en
cuenta que:

Inv-1 = 1n1—~_7\/_71 In(14+v—=1) —In(1 —v/~1)

-Vl
= [0V <1 - [0 -V -]
= e [V T = (1= VD)
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A partir de este momento, no tenemos mas que tener en
cuenta que:

Inv-1 = 1n1—~_7\/_71 In(14+v—=1) —In(1 —v/~1)

e
= oo (14 VDT - 1]~ (1= V)
- (1= v=D)*|

= [(1+W)

8%
81~

]

S\H

para obtener la “bella expresion que revela la naturaleza
enteramente trascendente de este famoso nimero”:

1 Inv/—1 L —
b T )R - (- D))
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