12 ESCUELA DE VERANO CEMAT EN HISTORIA DE LAS

MATEMATICAS: estudio, aplicaciones y ensefianza --l PLﬂP
A CORUNA, del 8-10 octubre 2025

Internaciona
[ ] Monéndaz Pelsyo

LOS ORIGENES DE LA GEOMETRIA ANALITICA:
DESCARTES Y FERMAT

Monica Blanco

Departament de Matematiques

UNIVERSITAT POLITECNICA
DE CATALUNYA




INTRODUCCION

DESCARTES Y LA DETERMINAQIC')N DE LA
NORMAL A UNA CURVA GEOMETRICA

FERMAT Y EL METODO DE MAXIMOS Y MiINIMOS

REFLEXIONES FINALES



INTRODUCCION



GEOMETRIA ANALITICA

(geometria cartesiana, geometria de coordenadas)

o Parte de las matematicas que usa el algebra para describir y
analizar figuras geométricas.

o Estudio de la geometria de las figuras a partir de su representacion
y manipulacion de ecuaciones describiendo su posicion,
configuracion y separacion.

o También se llama geometria de coordenadas porque los objetos
son descritos como n-tuplas (n = 2 en el plano, n = 3 en el espacio)
en un sistema de coordenadas.

o Estudio de la geometria usando un sistema de coordenadas.

o Enfoque de la geometria en el cual los objetos son descritos por
ecuaciones (0 inecuaciones) con la ayuda de un sistema de
coordenadas.
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o much farther. Not only length, but every geometrical object and ever
ﬁeometﬁcal operalion can be referred to the realm of numbers. The decisive
steps in this arithmetization of geometry were taken as early as 1629
by Fermat (1601-1655) and 1637 by Descartes (1596-1650). The
fundamental idea of analytic geometry is the introduction of “codrdi-
nates,” that is, numbers attached to or codrdinated with a geometrical
object and characterizing this object completely. Known to most read-
ers are the so-called rectangnlar or Cartesian codrdinates which serve

to characterize the position of an arbitrary point P in a plane. We
\g;tart with two fixed perpendicular lines in the plane, the “z-axis” and

the "y-axis,” to which we refer every point. 'These lines are regarded as
directed number axes, and measured with the same unit. To each point
P, as in Figure 12, two codrdinates, z and y, are assigned. These are
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Fig, 12. Rectangular oo rdinates of a point. Fig. 13. The four quadranta.

obtained as follows: we consider the directed segment from the “‘origin”
O to the point P, and project this directed segment, sometimes called
the “position vector” of the point P, perpendicularly on the two axes,
obtaining the directed segment OP’ on the z-axis, with the number z
measuring its directed length from 0, and likewise the dirceted segment
0Q' on the y-axis, with the number ¥ measuring its directed length from
0. The two numbers z and y are called the codrdinates of P
Conversely, if z and y are two arbitrarily prescribed numbers, then the
corresponding point P is uniquely determined. If z and y are both
positive, P is in the first quadrant of the codrdinate system (sec Fig. 13);

if hath ars namative P ic in the third anadrant if » ia nacitive and o




Sylvestre Francois Lacroix (1765-1843),
Traité du calcul differentiel et du calcul integral (1797)

.En écartant. avec soin toutes les copstructions géométriques,
j’al voulu faire sentir an Lecteur qu’il existoit une maniere d’en-
visager 'la Géométrie, qu’on pourroit appeler Géometrie ana-«
Iytique , et qui consisteroit & déduire les propriétés de I'étendue

du plus.petit nombre. passible de principes , par des méthodes
purement analytiques , comme Lagrange 'a fait dans sa Mécha-
nque a 1’égard des propriétés de ’équilibre et du mouvement.,



La geometria analitica nacio alrededor de 1637 con :
René Descartes (1596-1650) y Pierre de Fermat (1601-1665).

» Fermat: Ad locos planos et solidos isagoge.

» Descartes: Discours de la methode pour bien conduire sa raison et
chercher la vérité dans les sciences, con sus tres ensayos adjuntos,
entre los cuales La Geomeétrie.

Réné Descartes (1596-1650) Pierre de Fermat (1601-1665)



o Ambos presentaban técnicas para relacionar el algebra y la
geometria, para establecer la correspondencia entre
curvas del plano y ecuaciones en dos variables.

o Interés por redescubrir las técnicas griegas "perdidas” del
analisis.
o Familiarizados con el meétodo de analisis-sintesis de los

geometras griegos, en particular, con el Tesoro del Analisis de
Pappus.

o Problema del lugar geomeétrico de las cuatro rectas y sus
generalizaciones.

o Sin embargo, Fermat y Descartes desarrollaron enfoques
marcadamente diferentes.



EL PROBLEMA DE LA TANGENTE

o Herencia matematica clasica del siglo XVI, a
traves de traducciones griegas y latinas de obras
de Euclides, Arquimedes, Aristarco y otros.

o Uso de procedimientos infinitos y el estudio
de objetos geomeétricos de dimension infinita.

o Aparicion del algebra (especialmente el
lenguaje simbolico y el método analitico) y su
uso en la resolucion de problemas.

STEDALL, J. (2008). Mathematics emerging. A sourcebook 1540-1900. Oxford: Oxford University Press, p. 71



EL PROBLEMA DE LA TANGENTE

o La emergencia del calculo diferencial-integral
a finales del siglo XVII aumenta drasticamente el
alcance y potencia de las matematicas.

o Se pueden identificar ideas en esa direccidon a
partir de la decada de 1620, en los trabajos de
Saint Vincent, Fermat, Roberval, Pascal,
Descartes, Cavalieri, Torricelli, Wallis...

STEDALL, J. (2008). Mathematics emerging. A sourcebook 1540-1900. Oxford: Oxford University Press, p. 71



EL PROBLEMA DE LA TANGENTE

Problemas clave que emergen a partir de los
1620s, para entender o mejorar el legado de la
geometria griega y para explorar nuevos
problemas:

;. Es posible determinar la longitud de una porcion de
curva?

;. Como se pueden determinar las areas limitadas por
curvas?

Dada una curva, ;se puede determinar su tangente
en un punto?

STEDALL, J. (2008). Mathematics emerging. A sourcebook 1540-1900. Oxford: Oxford University Press, p. 71



Mi objetivo:
EL PROBLEMA DE LA “TANGENTE” segun...

Réné Descartes (1596-1650) Pierre de Fermat (1601-1665)



DESCARTES Y LA DETERMINACI('),N DE
LA NORMAL A UNA CURVA GEOMETRICA






Libro |. De los problemas que se pueden
construir sin emplear mas que circulos y lineas
rectas.

Libro ll. De la naturaleza de las lineas curvas.

Libro lll. De la construccion de problemas
solidos o mas que solidos.




Libro ll. De la naturaleza de las lineas curvas

o La naturaleza geométrica de las lineas curvas.

o El problema general de Pappus.

o La determinacion de les normales a una curva geometrica.
o Ovalos.



Libro ll. De la naturaleza de las lineas curvas

o La naturaleza geométrica de las lineas curvas.

[ Geométricas: si admiten expresion algebraica.
Segun género:

— Primer género (1ry 2° grado).

Segundo género (3r y 4° grado).

Tercer género (5° y 6° grado).

| Mecanicas: si no admiten expresion algebraica adecuada.



Libro ll. De la naturaleza de las lineas curvas

o La naturaleza geomeétrica de las lineas curvas.

o El problema general de Pappus.

o La determinacion de les normales a una curva geométrica.
o Ovalos.



Para encontrar todas las propiedades de las lineas curvas basta con saber la
relacion que tienen todos sus puntos con los de las lineas rectas, y la manera
de trazar otras lineas que las corten en todos esos punto en adngulos rectos.

Y, por altimo, en lo que respecta a todas las otras propiedades que
pueden atribuirse a las lineas curvas, ellas no dependen mas que
de la magnitud de los angulos que ellas forman con otras lineas.
Pero, cuando puedan trazarse lineas rectas que las cortan en
angulo recto, en los puntos en que se encuentran con aquéllas con
las que forman los angulos que se quieren medir, o, lo que aqui
tomo como igual, en que ellas cortan sus contingentes, la
magnitud de esos angulos no es mas dificil de encontrar que si
ellos estuvieran comprendidos entre dos lineas rectas.

Y me atrevo a decir que es éste el problema mas ttil y mas general
no sélo que yo conozca, sino aun que yo haya anhelado jamas
conocer en Geometria.



Manera general para encontrar lineas rectas que corten las curvas
dadas, o sus contingentes, en dngulos rectos.

242 La GEOMETRIE,

telsde leurs poins qu'on voudra choifir. Eti'ofe dire
queceft cecyle problefmele plus vtile, &le plus gene-
ral non feulement queic fgache, mais mefme que raye
iamais defiré de fgauoir en Geometrie. ¢
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peeles F A M P —% droite par le
o point C, quifa-
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angles  longeiufques aupoint P, ouclle rencontre la lignedroi-
it te G A, queie fuppofe eftre celle aux poins de laquelle

onrapporte tous ceuxdelaligne C E : en forte que fai-



Manera general para encontrar lineas rectas que corten las curvas
dadas, o sus contingentes, en dngulos rectos.

onrappo;tctous.c;nxdelaligncc E: en forte qt;e fai- -]
fantMAouCB oy, &CM, ou BA»x, iay quelque
equation, qui explique le rapport, qui eft entre x &y.
PuisicfaisPCos, *PA®v,ouPM® v -y, &2
caufe du triangle rectangle P M C iay s, quieft 12 quar-
ré de la baze efgal 2 xx =~vv-—-2vy-+yy, quifont
Ies quarres des deuax coftds. ceft a dire iay x®

V';j.r"--vv-l-?.vy--yy, oubieny Dy ¥V ss--xx&




Manera general para encontrar lineas rectas que corten las curvas
dadas, o sus contingentes, en dngulos rectos.

¥ ss--vv+20y.-yy, oubien yOv+ Vis-xnk
parle moyende cete equation, i'ofte de l'autre equa-
tion qui m'explique le rapport qu'ont tous lespoinsdela
courbe C Eaceuxdeladroite G A,I'vne des denx quan-
titésindeterminées x ou y. ce qui eft ayfé a faire en
mettant parfout 7 ss--v v-t2vy--yy au lien d'x, &

le quarré de cete fomme au lieu d"x x, & fon cubeaulica

d". &ainfi desautres, fic'eft x que ie veuilleofter; bt:tl-
en

2°Td>" .

- bienfic'efty, en mettantenfonheux -l- Vis—nx,&
le quarré oule cube, &c. de cete fomme, au licud’y 7,01

y 8 ‘&c. De fagonqu 'il refte toufiours aprés celavne equa-
tion, enlaquelleil ny a plus qu'vne feule quantit¢ inde-
terminée, x,0u y.






De la geometria al algebra...

v Problema geométrico: determinar la recta normal a
una curva algebraica en un punto.

v’ Se supone resuelto el problema = ecuacion de una
circunferencia (determinacion algebraica).

v’ Se establece la ecuacion que determinara el punto
gue se supone conocido.

v Hay que analizar el comportamiento de esta
iInterseccion en los dos niveles de lenguaje: geometrico
y algebraico.

PLA & VIADER (1999). René Descartes. La geometria. |EC, p. 76



Un ejemplo: Elipse
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Vuelta a la geometria:

Si la recta es normal, la
circunferencia
necesariamente cortara la
curva en un unico punto
(punto doble).

Asi, tocara la curva pero
sin cortarla.

146 LA GtoMETRIE
A, qu'ilne doit, cecercle
lement au point C, mais aufly neceflairement en quel-
queautre. Puisil faut aufly confiderer, que lorfque ce
cercle covppe laligne courbe CE, I'equation par laquel-
le on cherche la quantitd x,ouy, ou quelque aotre fem-

blable, en fuppofant P A & P C eftre connués, contient

neceflairement deux racines, qui font inefgales. Car par
exemple fi ce cercle couppe la courbe aux poins C & B,

ayant tir¢ E'Q_parallele a CM, les noms des quantités _

indeterminces x & 7, conuiendront aufly bienaux i

EQ, &QA,qu'a CM, & MA puis PE cft cfgllea

. Vuelta al algebra:

P C,acaufe ducercle, fi bien que cherchant les lignes
EQ & QA, parPE &

. st P A qu'on fuppofe com-
} me donnces , on aura la
/; mefme equation ,’que fi
on cherchoit C M &

A" M Apar PC,PA. dod
ks i il fuit cvidemnment,quela
S LA yaleurd'x, ou dy, oude

telle autre quantité qu'on aura fuppofee , feradoubleen *
cete equation, c'eft a direqu'il y aura deux racines inel

galescntreelles; & dont I'vne fera CM, l'autre EQ, fi
ceft xqu'on cherche; oubicnl'voe fera M A, & lautre

QA,fic'efy. &ainfi des autres. 1l eft vray quefile

point Ene fe trouuc pas da mefine colté de la courbe
quele point C; il n'y auraque I'vne de ces deux racines
quifoitnx&l‘mfcumerf&,ou moindre que

rien: mais plus ces deux poins, C, & E, font prochesive

de Yautre, moinsil ya de differenceentre ces deaxraci-
es;

heowbe.nonﬁ. b

H_z Para que una

| circunferencia corte una

E curva, la ecuacion

| resultante ha de tener

| dos raices diferentes.”
Para que una

'~ circunferencia foque una

curva, la ecuacion ha de

tener una raiz doble.







GEOMETRIA CARTESIANA POSTCARTESIANA

1649:. Version latina editada por Frans Van
Schooten (1615-1660), con comentarios de éste
y de Florimond Debeaune (1601-1652).

1659-1661: Con comentarios y ampliada.

- Elementa curvarum linearum, tratado de
secciones conicas de Jan de Witt (1623-
1672)

- Jan Hudde (1628-1704). "Epistola prima
de Redvctione Aqvationvm“ y "Epistola
secvnda de Maximus et Minimus® (1658).
Primeros algoritmos de construccion de
curvas algebraicas, de manera rutinaria, sin
recurrir a construcciones adaptadas a cada
cuva en particular.

.GEOMETRIA,
5
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REGLA DE HUDDE

Si dos raices de una ecuacion son iguales, y se
multiplica por una progresion aritmetica
cualquiera; es decir, el primer término de la
ecuacion por el primer término de la progresion,
el segundo término de la ecuacion por el
segundo término de la progresion, etc, digo que
el producto sera una ecuacion en la cual las
raices mencionadas vuelven a aparecer.



REGLA DE HUDDE. Version moderna

n
n

F(x) :Zaixf F*(X)=Za.i(a+ib)x"

Si e es raiz doble de F(x) entonces es raiz de F*(x).

Dem:
F(x) = (x —e)? Z A — Z c;(x? — 2exit! + e%x?)
Ai =a-+ bi
Fi(x) = Zci (Apj32x™2 — 2e4; 1,1 x7 + 22 4;xY)
- Z Gi[(4; + 2b)x% — 2e(A; + B)x  + €2 A]x!

= Z c;[4; (x — e)? + 2bx(x — e)]x*

EDWARDS (1979). The Historical Development of the Calculus, pp. 127-128
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FERMAT Y EL METODO DE
MAXIMOS Y MINIMOS
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Pierre Fermat (1601-1665)

Estudia leyes en la Universidad de Toulouse.

1625: En Burdeos empieza a interesarse por
cuestiones matematicas (D’Espagnet,
Beaugrand), como los trabajos de Viete y la
reconstruccion de Plane Loci de Apolonio.

Empieza a trabajar en su método de maximos
y minimos.

1631: Derecho civil en la Universidad de
Orléans.

A partir de 1631: Abogado y magistrado del
Parlamento de Toulouse.

1632: Conoce a Pierre de Carcavi (1600-
1684).




Pierre de Fermat (1601-1665)

1636: Marin Mersenne (1588-1648), a través
del cual entra en contacto con la comunidad
matematica.

1637. Envia a sus colegas de Paris su
memoria Ad Locos Planos et Solidos
Isagoge.




Nuevas ideas sobre geometria analitica en su Isagoge

Siempre que aparecen dos magnitudes desconocidas en una
ecuacion final, tenemos un lugar geométrico, siendo la
extremidad de una de las magnitudes desconocidas la que
describe una linea recta o una curva, cuyos puntos estan
determinados por el movimiento de un extremo de un
segmento de linea variable, cuyo otro extremo se mueve a lo
largo de una linea recta fija.



Problema del lugar geomeétrico de las cuatro lineas

Si, dadas cualquier cantidad de lineas en posicion, se
trazan lineas desde un mismo punto hacia cada una de
ellas con angulos dados, y si la suma de los cuadrados de
todas las lineas trazadas es igual a una superficie dada,
entonces el punto se encontrara sobre una seccion conica
determinada en posicion.

Fermat dejo la solucion del problema para el lector.



Marin Mersenne (1588-1648)

Principal artifice de la circulacion de
avances matematicos que se estaban
produciendo en Europa:

o Organiza reuniones eruditas en Paris.

o Facilita contactos por correspondencia
(Galileu, Cavalieri, Torricelli, Roberval,
Fermat, Descartes).

- o Facilita la circulacion de manuscritos.

o Propone problemas. Por ejemplo, area
de la cicloide (Roberval).




Pierre de Fermat (1601-1665)

1636: Marin Mersenne (1588-1648), a través
del cual entra en contacto con la comunidad
matematica.

1637. Envia a sus colegas de Paris su
memoria Ad Locos Planos et Solidos
Isagoge.

1629-1644: Estudios sobre maximos vy
minimos, y tangentes.

1643-1654: Teoria de numeros. Aritmética de
Diofanto. Ultimo teorema de Fermat.




Edicion llatina de 1621 de la Arithmetica de Diofanto de Alejandria,
de Claude Gaspard Bachet de Méziriac (1581-1638)
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Pierre de Fermat (1601-1665)

1636: Marin Mersenne (1588-1648), a través
del cual entra en contacto con la comunidad
matematica.

1637. Envia a sus colegas de Paris su
memoria Ad Locos Planos et Solidos
Isagoge.

1629-1644: Estudios sobre maximos vy
minimos, y tangentes.

1643-1654: Teoria de numeros. Aritmética de
Diofanto. Ultimo teorema de Fermat.

1654. Probabilidad. Correspondencia con
Blaise Pascal (1623-1662).

1659: Rectificacion de la hipérbola.
1679: Su hijo Samuel edita la Varia Opera.




MEMORIAS SOBRE MAXIMOS Y MINIMOS

1629-1636: Methodus ad disquirendam maximan et
miniman et de tangentibus linearum curvarum (Meétodo
para la investigacion de maximos y minimos y de las
tangentes a las lineas curvas).



MEMORIAS SOBRE MAXIMOS Y MINIMOS

1629-1636: Methodus ad disquirendam maximan et
miniman et de tangentibus linearum curvarum (Meétodo

para la investigacion de maximos y minimos y de las
tangentes a las lineas curvas).




MEMORIAS SOBRE MAXIMOS Y MINIMOS

1629-1636: Methodus ad disquirendam maximan et
miniman et de tangentibus linearum curvarum (Meétodo
para la investigacion de maximos y minimos y de las
tangentes a las lineas curvas).

1638: Ad eamdem methodum... (Sobre el mismo
metodo de maximos y minimos).

c. 1640: Analytica eiusdem methodi investigatio
(Investigacion analitica del metodo de maximos y
minimos).



METHODU'S

Ad difquirendam maximam & minimam.

MNIS de maximz & minimz doitrina , duabus pofition:-
bus ignotis .tlu-*n fatuatur quilibet quattio-
nis terminus effe A, five planam, five folidum , aut longitudo, pmpo-
poﬁwﬁhﬂclpd & inventa maxima aut minima in terminis fub A
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METODO PARA LA INVESTIGACION DE
MAXIMOS Y MiNIMOS (METHODUS)

Toda la teoria de la investigacion de maximos y minimos supone la
consideracion de dos incégnitas y la inica regla siguiente:

Sea a una incognita cualquiera del problema (que tenga una, dos o
tres dimensiones, segin convenga al enunciado).

Se expresara la cantidad méaxima o minima por medio de a en
términos que pueden ser de cualquier grado.

Se substituira a continuacion la incégnita original a por a + e, y se
expresard la cantidad maxima o minima por medio de a y e, en
términos que pueden ser de cualquier grado.

Se adigualard, para hablar como Diofanto, las dos expresiones de la
cantidad méxima o minima.



METODO PARA LA INVESTIGACION DE
MAXIMOS Y MiNIMOS (METHODUS)

Se eliminaran los términos comunes de ambos lados, tras lo cual
resultard que a ambos lados habra términos afectados de e o de una
de sus potencias.

Se dividiran todos los términos por e, o por alguna potencia
superior de e, de modo que desaparecera la e, de al menos uno de
los términos de uno cualquiera de los dos miembros.

Se suprimiran, a continuacién, todos los términos donde todavia
aparece la e 0 una des sus potencias, y se iguala lo que queda, o bien
si en uno de los miembros no queda nada, se igualara, lo que viene a
ser lo mismo, los términos afectados con signo positivo a los
afectados con signo negativo.

La resoluciéon de esta ultima ecuacion dara el valor de a, que
conducird al maximo o minimo, utilizando la expresion original.
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De las tangentes a las lineas curvas

e

Sit data, verbi gratia, Parabole B D N , cujus vertex D, diameter DC, & pun&tum in
cadatum B, ad quod ducenda cit reéta B E, tangens parabolen , & in punéto E , cum
dnmmnconalmm ergo fumendo quodlibet pun@lum O, inre@a BE, & ab co
ducendo ordinatam Ol i pun&o aurem B, ordinatam B C major cnit proportio
CD,adDI, qu&mqudeC.adMOl. quia pun&tum O, cft extra
yarabokn fadpmpmﬁmhmcdm,mlc,qnd ad O 1, quad. ita
CE, quad. ad 1E, quad. Major igitur erit proportio CD  2d D1, quim quadrati
CBadqmd.lB Cum autem pun@tum B detur , datur applicata B C, ergo punétum
C datur ctiam C D, Sitigitur CD, zqualisD , dln.PmCE el':A.rommr
C1 cflz E, crgo D, aut D —E habebit mmmradx-. E'-A,
in E. Et ducendo inter fc medias & extremasD inA' + D in E'—~D inA in E,
majus erit quim D, in A — A'h!,mw juxta fuperiorem metho-
dum, demptis itaque communibus D, inE* — D, in A in E adequabitur — A’ in
E, aut quodidem cft, Din E*, -oA‘inB,MD in A inE, Omnia
dmdmmrpctE crgo D in E —+ A’ adequabitur D in A, clidatur D in E,

A':quabumrDmA‘ihure mb.a’pCE pmhvimmdn—
plam iplius CD, quod quidem ita

Necnmquam fallit methodus hbd.ﬂpquﬁmpnldnﬂmpote&u—

.mmwmmmw&mw
fis , & in folidis invenimus , & mulea alia , de- fortaflcalids, fi otiom fuppetar.
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De las tangentes a las lineas curvas

Nosotros reconducimos al método precedente la
invencion de las tangentes en puntos dados de
curvas cualesquiera.

(...)

Supongamos, por ejemplo, una parabola BDN dada
de vértice D y didmetro DC. Consideremos un
punto dado B de la pardbola, al cual trazamos la
recta BE, tangente a la parabola, que corta el
diametro en el punto E.

Si se toma sobre la recta BE un punto cualquiera O,
desde el que se traza la ordenada OI, al mismo
tiempo que la ordenada BC desde el punto B, se
tendra:

CD . BC*
DI = OI?
puesto que el punto O es exterior a la parabola.




Ahora bien, a causa de la semejanza de los
triangulos,

BC? CE?
012 IE?
Por tanto,
CD CE?
>
DI IE?

El punto B esta dado; por tanto, también lo esta la
ordenada BC y, en consecuencia, el punto C. Por
tanto, CD esta dado.

Sea, pues, igual a una cantidad dada d, e igualamos
CE a a y CI a e. Entonces se tiene que:
d a’
>
d—e a?+e?—2ae
Ahora bien, a causa de la semejanza de los
triangulos,




Por tanto,

CD CE?
>
DI IE?
El punto B esta dado; por tanto, también lo est4 la

ordenada BC y, en consecuencia, el punto C. Por
tanto, CE esta dado.

Sea, pues, igual a una cantidad dada d, e igualamos
CE a a y CI a e. Entonces se tiene que:

d a’
>
d—e a*+e?—2ae
Multiplicamos medios y extremos,
da* + de* — 2dae > da* — a®e

De acuerdo con el método precedente adigualamos.

(...)

de® + a*e~2dae
Dividiendo todo por e tendremos:
de + a*~2da




Eliminamos de. Queda:
a’ = 2da

y, por tanto, a = 2d.

Hemos probado de esta forma que CE es doble de
CD, lo que es conforme a la verdad.

Este método nunca falla, y puede ser aplicado a un
gran numero de cuestiones muy hermosas;
mediante él, he encontrado los centros de gravedad
de figuras limitadas por rectas y curvas, asi como
los de los sélidos y otras numerosas cosas que
podremos tratar en otra parte si dispongo tiempo
para ello.
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Sobre el mismo meétodo

La teoria de las tangentes es una consecuencia del método de
determinacion de maximos y minimos, que permite resolver con
mucha facilidad todas las cuestiones del limite y, de una manera
particular, los famosos problemas en que, segun dice Pappus en el
prefacio del libro VII, las cuestiones limites son dificiles.

Las lineas curvas a las cuales hemos determinado las tangentes tienen
unas propiedades especificas que se pueden expresar o bien
simplemente por lineas rectas, o bien por medio de curvas tan
complicadas como queramos con rectas u otras curvas.

Hemos satisfecho el primer caso usando nuestra regla, que, al ser
demasiado concisa, puede haber resultado dificil, pero que sin
embargo ha sido reconocida legitima.



Sobre el mismo metodo

De hecho, en el plano, consideramos curvas arbitrarias expresadas por
dos posiciones dadas, una de las cuales la podemos llamar diametro, y
la otra, ordenada (applicata).

Entonces consideramos la tangente en un punto dado de la curva ya
construida y, por adigualacion, consideramos la propiedad especifica de
la curva, no ya sobre la curva, sino sobre la tangente que buscamos.

Eliminamos, de acuerdo con la doctrina de los maximos y los minimos,
los términos que sea necesario, y llegamos a una igualdad que permite
determinar el punto de corte de la tangente con el diametro y, por lo
tanto, la propia tangente.

Pla, Viader i Paradis (2008), pp. 167-168
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Controversia Fermat-Descartes: 7

Descartes considera que el método de Fermat | 25 e, 3/2.32)
solo funciona en el caso de la parabola.

Descartes cree que su metodo es mas util y e
mas general, mientras que el meétodo de - .
Fermat depende de la relacion explicita entre Asymptote
abscisa y ordenada. s

Reto: s Determinacion de la tangente al folium
de Descartes? :




A modo de justificacon...

Fermat’s Method of Finding Extrema

Recall that in the quadratic polynomial 22 + bz + ¢, the coeflicient b is equal to the
negative sum of the two roots, while the constant term ¢ 1s equal to the product of the two
roots. We know this relationship holds whether the roots are positive, negative, or even
complex. However, in the seventeenth century, mathematicians were not too comfortable
with either negative or complex roots of equations. Thus, Francois Viete, for example,
only considered quadratic equations which had two positive roots in dealing with the rela-
tionship between the roots and the coefficients. Such a quadratic equation can be written
in the form bx — 22 = ¢. To discover the relationship between the two roots, 1 and z2, he
equated the two expressions bry — :r% and brg — ;1:3, Then

T‘i"' — T% = bx1 — bxro or (z1 + z22) (21 — 12 = b(21 — 29.

Thus, when he divided through by x1 —z2, he found that x1+x2 = b, that 1s, “b 1s the sum
of the two roots being sought.” Substituting x1 + x92 for b in the equation br; — :r.% = ¢, he

found the other relationship r1r9 = ¢, or “c is the product of the two roots being sought.”

Katz et al (2004). Historical Modules for the Teaching and Learning of Mathematics, MAA, pp. 110-111



Fermat, in the late 1620s, was stimulated to consider the question of extrema by a
[Stud}.f of Viete’s work relating the coefficients to the roots of a polynomial. Let us -::onsir_ler]

the problem of dividing a line of length 10 mmto two parts whose product 1s maximal. In
other words, we want to maximize the function z(10 — ) or 10z — 22. Fermat knew from
Euclid that the maximum possible value of this function was 25 = (10/2)? and also that
for any number less than the maximum, there were two possible values for  whose sum
was 10. But what happened as the function approached its maximum value? The geomet-
rical situation made 1t clear to Fermat that even for this maximum value, the equation

had two solutions. each of the same value: 1 = % =Hand r9 = 10— 71 = 10 — % =
% = 5. Thus, following Viete, he set 101 — .-r% = 10x2 — ;1?%- He rearranged this as

1021 — 1029 = :T-% B T% or as 10(z1 — x2) = (21 + x2)(r1 — 72). Dividing by x1 — 29,
he derived the same result as Viete: 10 = x1 + x2. an equation holding for any two roots.
Since the maximum occurs when the two roots are identical, he set 1 = x9 (= x) and

found that 10 = 2x. Thus the maximum occurs when r = % ==

In general, Fermat could find the maximum for the function bz — 22 by the same tech-
nique. Setting brip — ?‘f = bxo — T% he could rearrange and then divide by 1 — x2. Since
now b = r; + x2, he could set 11 = 9 = z and get b = 2x. Then the maximum occurs

when = = %.

Katz et al (2004). Historical Modules for the Teaching and Learning of Mathematics, MAA, pp. 110-111



This insight gave Fermat a general method for maximizing a polynomial p(z): Set
p(x1) = p(xa). Then divide through by z1 — 22 to find the relationship between the coefhi-
cients and any two roots of the polynomial. Finally, set the two roots equal to one another

and solve.

2

Thus, to maximize bz® — 2°, Fermat set bz? — z7 = br3 — 23 and derived

h{;r.? — Tﬁ) = .T-? - ’rg or b(rx1 — x2)(x1 +22) = (21 — ﬁ:g}(.ﬁ‘ + 119 + _-1:%},

Then bzy + bzo = ;r.‘lq + 119 + T% Fermat then set r; = 29 (= r) and determined that
%r = 322, from which he concluded that the maximum value occurs when 7 = z—cf In

fact, Fermat realized that in general his method would give him either a maximum of a
minimum for the function. So to decide which of the two cases held, he used geometry.
After all, his problems were algebraic translations of geometric problems.

Katz et al (2004). Historical Modules for the Teaching and Learning of Mathematics, MAA, pp. 110-111



Fermat’s method does raise a significant question. How can one divide through by
r1— 2 and then set that value equal to 07 After all, you know that you are not allowed to
divide by (. For Fermat, the geometric situation showed that the roots were even distin-
ouishable when their difference was 0. Thus. he never felt he was dividing by 0. He simply
assumed that the relationships worked out using Viete's methods were perfectly general
(for example, r1 + x2 = b) and thus held for any particular values of the variables, even
those at the maximum.

Fermat did real

. however, that if the polynomial p(x) were somewhat complicated,
the division by might be rather difficult. Thus he modified his methed—te—aaid
this. Instead of comsidering the two roots as r1 and 2, he wrote them a
Then, after equating p(x) with p(z + €), he had only to divide by e or one of 1Ts powers.
In the resulting expression he then removed any term that contained e to get an equation
enabling the maximum to be found. Thus. using his original example of p(z) = br — 72,
Fermat put bz — 2% equal to b(z+¢) — (x+€)? = bz — 2? +be — 2ex — 2. Canceling common
terms gave him be = 2ex + 2. After dividing by e, he fDH;]d b = 2z + e. Removing the

term which contains e gave Fermat his known result: z = 3.

Katz et al (2004). Historical Modules for the Teaching and Learning of Mathematics, MAA, pp. 110-111



REFLEXIONES FINALES



SEMEJANZAS...

Entendimiento de la conexiéon fundamental
entre las curvas geomeétricas y una
ecuacion algebraica con dos incégnitas.

Como herramienta basica, un unico eje a lo
largo del cual se media una de las
incognitas, en lugar de los dos ejes
utilizados hoy en dia.

Uso de las secciones conicas como
ejemplos clave.

Construcciéon de curvas cuyas ecuaciones
son de grado superior a dos.

Nueva relaciéon algebra-geometria:
algebra al servicio de la geometria, una
herramienta mas flexible, no sbélo para
resolver ecuaciones, también para hallar
curvas, para el estudio del movimiento,
central en el desarrollo del calculo.
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... Y DIFERENCIAS

Fermat parte de una
ecuacion para llegar a |la
curva.

Descartes parte de Ia
descripcion geomeétrica de

una curva, para hallar su
ecuacion.

- Tiene que trabajar con
ecuaciones algebraicas
mas complejas que las de
Fermat.
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