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INTRODUCCIÓN



GEOMETRÍA ANALÍTICA 
(geometría cartesiana, geometría de coordenadas)

o Parte de las matemáticas que usa el álgebra para describir y

analizar figuras geométricas.

o Estudio de la geometría de las figuras a partir de su representación

y manipulación de ecuaciones describiendo su posición,

configuración y separación.

oTambién se llama geometría de coordenadas porque los objetos

son descritos como n-tuplas (𝑛 = 2 en el plano, 𝑛 = 3 en el espacio)

en un sistema de coordenadas.

o Estudio de la geometría usando un sistema de coordenadas.

o Enfoque de la geometría en el cual los objetos son descritos por

ecuaciones (o inecuaciones) con la ayuda de un sistema de

coordenadas.





Sylvestre François Lacroix (1765-1843),
Traité du calcul différentiel et du calcul integral (1797)



La geometría analítica nació alrededor de 1637 con : 

René Descartes (1596-1650) y Pierre de Fermat (1601-1665). 

 Fermat: Ad locos planos et solidos isagoge.

 Descartes: Discours de la méthode pour bien conduire sa raison et

chercher la vérité dans les sciences, con sus tres ensayos adjuntos,

entre los cuales La Géométrie.

Réné Descartes (1596-1650) Pierre de Fermat (1601-1665)



o Ambos presentaban técnicas para relacionar el álgebra y la
geometría, para establecer la correspondencia entre
curvas del plano y ecuaciones en dos variables.

o Interés por redescubrir las técnicas griegas "perdidas" del
análisis.

o Familiarizados con el método de análisis-síntesis de los
geómetras griegos, en particular, con el Tesoro del Análisis de
Pappus.

o Problema del lugar geométrico de las cuatro rectas y sus
generalizaciones.

o Sin embargo, Fermat y Descartes desarrollaron enfoques
marcadamente diferentes.



EL PROBLEMA DE LA TANGENTE

o Herencia matemática clásica del siglo XVI, a
través de traducciones griegas y latinas de obras
de Euclides, Arquímedes, Aristarco y otros.
o Uso de procedimientos infinitos y el estudio
de objetos geométricos de dimensión infinita.
o Aparición del álgebra (especialmente el
lenguaje simbólico y el método analítico) y su
uso en la resolución de problemas.

STEDALL, J. (2008). Mathematics emerging. A sourcebook 1540-1900. Oxford: Oxford University Press, p. 71



EL PROBLEMA DE LA TANGENTE

o La emergencia del cálculo diferencial-integral
a finales del siglo XVII aumenta drásticamente el
alcance y potencia de las matemáticas.

o Se pueden identificar ideas en esa dirección a
partir de la década de 1620, en los trabajos de
Saint Vincent, Fermat, Roberval, Pascal,
Descartes, Cavalieri, Torricelli, Wallis…

STEDALL, J. (2008). Mathematics emerging. A sourcebook 1540-1900. Oxford: Oxford University Press, p. 71



Problemas clave que emergen a partir de los
1620s, para entender o mejorar el legado de la
geometría griega y para explorar nuevos
problemas:

¿Es posible determinar la longitud de una porción de
curva?

¿Cómo se pueden determinar las áreas limitadas por
curvas?

Dada una curva, ¿se puede determinar su tangente
en un punto?

STEDALL, J. (2008). Mathematics emerging. A sourcebook 1540-1900. Oxford: Oxford University Press, p. 71

EL PROBLEMA DE LA TANGENTE



Réné Descartes (1596-1650) Pierre de Fermat (1601-1665)

Mi objetivo:
EL PROBLEMA DE LA “TANGENTE” según…



DESCARTES Y LA DETERMINACIÓN DE 
LA NORMAL A UNA CURVA GEOMÉTRICA



Aplicación a la geometría.



Libro I. De los problemas que se pueden
construir sin emplear más que círculos y líneas
rectas.

Libro II. De la naturaleza de las líneas curvas.

Libro III. De la construcción de problemas
sólidos o más que sólidos.



Libro II. De la naturaleza de las líneas curvas

o La naturaleza geométrica de las líneas curvas.

o El problema general de Pappus.

o La determinación de les normales a una curva geométrica.

o Óvalos.



o La naturaleza geométrica de las líneas curvas.

o El problema general de Pappus.
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o Óvalos.

Libro II. De la naturaleza de las líneas curvas

Geométricas: si admiten expresión algebraica.

Según género:

Primer género (1r y 2º grado).

Segundo género (3r y 4º grado).

Tercer género (5º y 6º grado).

…

Mecánicas: si no admiten expresión algebraica adecuada.



Libro II. De la naturaleza de las líneas curvas

o La naturaleza geométrica de las líneas curvas.

o El problema general de Pappus.

o La determinación de les normales a una curva geométrica.

o Óvalos.



Para encontrar todas las propiedades de las líneas curvas basta con saber la 
relación que tienen todos sus puntos con los de las líneas rectas, y la manera 
de trazar otras líneas que las corten en todos esos punto en ángulos rectos.

Y, por último, en lo que respecta a todas las otras propiedades que
pueden atribuirse a las líneas curvas, ellas no dependen más que
de la magnitud de los ángulos que ellas forman con otras líneas.
Pero, cuando puedan trazarse líneas rectas que las cortan en
ángulo recto, en los puntos en que se encuentran con aquéllas con
las que forman los ángulos que se quieren medir, o, lo que aquí
tomo como igual, en que ellas cortan sus contingentes, la
magnitud de esos ángulos no es más difícil de encontrar que si
ellos estuvieran comprendidos entre dos líneas rectas.

Y me atrevo a decir que es éste el problema más útil y más general
no sólo que yo conozca, sino aun que yo haya anhelado jamás
conocer en Geometría.



Manera general para encontrar líneas rectas que corten las curvas 
dadas, o sus contingentes, en ángulos rectos.
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Manera general para encontrar líneas rectas que corten las curvas 
dadas, o sus contingentes, en ángulos rectos.





De la geometría al álgebra…

 Problema geométrico: determinar la recta normal a
una curva algebraica en un punto.
 Se supone resuelto el problema  ecuación de una

circunferencia (determinación algebraica).
 Se establece la ecuación que determinará el punto

que se supone conocido.
 Hay que analizar el comportamiento de esta

intersección en los dos niveles de lenguaje: geométrico
y algebraico.

PLA & VIADER (1999). René Descartes. La geometria. IEC, p. 76



Un ejemplo: Elipse





Vuelta a la geometría: 
Si la recta es normal, la 

circunferencia 
necesariamente cortará la 

curva en un único punto 
(punto doble). 

Así, tocará la curva pero 
sin cortarla.

Vuelta al álgebra:
Para que una 
circunferencia corte una 
curva, la ecuación 
resultante ha de tener 
dos raíces diferentes.*
Para que una 
circunferencia toque una 
curva, la ecuación ha de 
tener una raíz doble. 

*



Criterio de igualdad de polinomios.



GEOMETRÍA CARTESIANA POSTCARTESIANA

1649: Versión latina editada por Frans Van
Schooten (1615-1660), con comentarios de éste
y de Florimond Debeaune (1601-1652).

1659-1661: Con comentarios y ampliada.

- Elementa curvarum linearum, tratado de
secciones cónicas de Jan de Witt (1623-
1672)

- Jan Hudde (1628-1704): "Epistola prima
de Redvctione Ǣqvationvm“ y "Epistola
secvnda de Maximus et Minimus“ (1658).
Primeros algoritmos de construcción de
curvas algebraicas, de manera rutinaria, sin
recurrir a construcciones adaptadas a cada
cuva en particular.





REGLA DE HUDDE 

Si dos raíces de una ecuación son iguales, y se
multiplica por una progresión aritmética
cualquiera; es decir, el primer término de la
ecuación por el primer término de la progresión,
el segundo término de la ecuación por el
segundo término de la progresión, etc, digo que
el producto será una ecuación en la cual las
raíces mencionadas vuelven a aparecer.



REGLA DE HUDDE. Versión moderna 

Si e es raíz doble de F(x) entonces es raíz de F*(x).

Dem:

EDWARDS (1979). The Historical Development of the Calculus, pp. 127-128







FERMAT Y EL MÉTODO DE 
MÁXIMOS Y MÍNIMOS



1601

1665



Pierre Fermat (1601-1665)

Estudia leyes en la Universidad de Toulouse.

1625: En Burdeos empieza a interesarse por
cuestiones matemáticas (D’Espagnet,
Beaugrand), como los trabajos de Viète y la
reconstrucción de Plane Loci de Apolonio.

Empieza a trabajar en su método de máximos
y mínimos.

1631: Derecho civil en la Universidad de
Orléans.

A partir de 1631: Abogado y magistrado del
Parlamento de Toulouse.

1632: Conoce a Pierre de Carcavi (1600-
1684).



Pierre de Fermat (1601-1665)

1636: Marin Mersenne (1588-1648), a través
del cual entra en contacto con la comunidad
matemática.

1637: Envía a sus colegas de París su
memoria Ad Locos Planos et Solidos
Isagoge.

1629-1644: Estudios sobre máximos y
mínimos, y tangentes.

1643-1654: Teoría de números. Aritmética de
Diofanto. Último teorema de Fermat.

1654: Probabilidad. Correspondencia con
Blaise Pascal (1623-1662).

1659: Rectificación de la hipérbola.

1679: Su hijo Samuel edita la Varia Opera.



Nuevas ideas sobre geometria analítica en su Isagoge

Siempre que aparecen dos magnitudes desconocidas en una
ecuación final, tenemos un lugar geométrico, siendo la
extremidad de una de las magnitudes desconocidas la que
describe una línea recta o una curva, cuyos puntos están
determinados por el movimiento de un extremo de un
segmento de línea variable, cuyo otro extremo se mueve a lo
largo de una línea recta fija.



Problema del lugar geométrico de las cuatro líneas

Si, dadas cualquier cantidad de líneas en posición, se
trazan líneas desde un mismo punto hacia cada una de
ellas con ángulos dados, y si la suma de los cuadrados de
todas las líneas trazadas es igual a una superficie dada,
entonces el punto se encontrará sobre una sección cónica
determinada en posición.

Fermat dejó la solución del problema para el lector.



Marin Mersenne (1588-1648)

Principal artífice de la circulación de
avances matemáticos que se estaban
produciendo en Europa:

o Organiza reuniones eruditas en París.

o Facilita contactos por correspondencia
(Galileu, Cavalieri, Torricelli, Roberval,
Fermat, Descartes).

o Facilita la circulación de manuscritos.

o Propone problemas. Por ejemplo, área
de la cicloide (Roberval).



Pierre de Fermat (1601-1665)

1636: Marin Mersenne (1588-1648), a través
del cual entra en contacto con la comunidad
matemática.

1637: Envía a sus colegas de París su
memoria Ad Locos Planos et Solidos
Isagoge.

1629-1644: Estudios sobre máximos y
mínimos, y tangentes.

1643-1654: Teoría de números. Aritmética de
Diofanto. Último teorema de Fermat.

1654: Probabilidad. Correspondencia con
Blaise Pascal (1623-1662).

1659: Rectificación de la hipérbola.

1679: Su hijo Samuel edita la Varia Opera.



Edición llatina de 1621 de la Arithmetica de Diofanto de Alejandría, 
de Claude Gaspard Bachet de Méziriac (1581-1638)



1621 1670



1621 1670

Es imposible escribir un cubo como
suma de dos cubos, o escribir una
cuarta potencia como suma de dos
cuartas potencias, o escribir, en
general, cualquier potencia mayor
que dos como suma de dos potencias
iguales. Tengo una demostración
realmente maravillosa de esta
afirmación, pero no cabe en este
margen, es demasiado estrecho.

¿Cómo dividir un cuadrado 
en dos cuadrados?



Pierre de Fermat (1601-1665)

1636: Marin Mersenne (1588-1648), a través
del cual entra en contacto con la comunidad
matemática.

1637: Envía a sus colegas de París su
memoria Ad Locos Planos et Solidos
Isagoge.

1629-1644: Estudios sobre máximos y
mínimos, y tangentes.

1643-1654: Teoría de números. Aritmética de
Diofanto. Último teorema de Fermat.

1654: Probabilidad. Correspondencia con
Blaise Pascal (1623-1662).

1659: Rectificación de la hipérbola.

1679: Su hijo Samuel edita la Varia Opera.



1629-1636: Methodus ad disquirendam maximan et
miniman et de tangentibus linearum curvarum (Método
para la investigación de máximos y mínimos y de las
tangentes a las líneas curvas).

1638: Sobre el mismo método de máximos y mínimos
(Ad eamdem methodum…)

c. 1640: Analytica eiusdem methodi investigatio
(Investigación analítica del método de máximos y
mínimos)

MEMORIAS SOBRE MÁXIMOS Y MÍNIMOS
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1629-1636: Methodus ad disquirendam maximan et
miniman et de tangentibus linearum curvarum (Método
para la investigación de máximos y mínimos y de las
tangentes a las líneas curvas).

1638: Ad eamdem methodum… (Sobre el mismo
método de máximos y mínimos).

c. 1640: Analytica eiusdem methodi investigatio
(Investigación analítica del método de máximos y
mínimos).

MEMORIAS SOBRE MÁXIMOS Y MÍNIMOS





MÉTODO PARA LA INVESTIGACIÓN DE 
MÁXIMOS Y MÍNIMOS (METHODUS)

Toda la teoría de la investigación de máximos y mínimos supone la
consideración de dos incógnitas y la única regla siguiente:

Sea 𝑎 una incógnita cualquiera del problema (que tenga una, dos o
tres dimensiones, según convenga al enunciado).

Se expresará la cantidad máxima o mínima por medio de 𝑎 en
términos que pueden ser de cualquier grado.

Se substituirá a continuación la incógnita original 𝑎 por 𝑎 + 𝑒, y se
expresará la cantidad máxima o mínima por medio de 𝑎 y 𝑒, en
términos que pueden ser de cualquier grado.

Se adigualará, para hablar como Diofanto, las dos expresiones de la
cantidad máxima o mínima.



MÉTODO PARA LA INVESTIGACIÓN DE 
MÁXIMOS Y MÍNIMOS (METHODUS)

Se eliminarán los términos comunes de ambos lados, tras lo cual
resultará que a ambos lados habrá términos afectados de 𝑒 o de una
de sus potencias.

Se dividirán todos los términos por 𝑒 , o por alguna potencia
superior de 𝑒, de modo que desaparecerá la 𝑒, de al menos uno de
los términos de uno cualquiera de los dos miembros.

Se suprimirán, a continuación, todos los términos donde todavía
aparece la 𝑒 o una des sus potencias, y se iguala lo que queda, o bien
si en uno de los miembros no queda nada, se igualará, lo que viene a
ser lo mismo, los términos afectados con signo positivo a los
afectados con signo negativo.

La resolución de esta última ecuación dará el valor de 𝑎 , que
conducirá al máximo o mínimo, utilizando la expresión original.



EJEMPLO



EJEMPLO



Pierre Hérigone (ca.1580-1643),
Cursus Mathematicus (1634-1642)



De las tangentes a las líneas curvas



De las tangentes a las líneas curvas

Nosotros reconducimos al método precedente la
invención de las tangentes en puntos dados de
curvas cualesquiera.
(…)
Supongamos, por ejemplo, una parábola BDN dada
de vértice D y diámetro DC. Consideremos un
punto dado B de la parábola, al cual trazamos la
recta BE, tangente a la parábola, que corta el
diámetro en el punto E.
Si se toma sobre la recta BE un punto cualquiera O,
desde el que se traza la ordenada OI, al mismo
tiempo que la ordenada BC desde el punto B, se
tendrá:

𝐶𝐷

𝐷𝐼
>
𝐵𝐶ଶ

𝑂𝐼ଶ

puesto que el punto O es exterior a la parábola.



Ahora bien, a causa de la semejanza de los
triángulos,

𝐵𝐶ଶ

𝑂𝐼ଶ
=
𝐶𝐸ଶ

𝐼𝐸ଶ

Por tanto,
𝐶𝐷

𝐷𝐼
>
𝐶𝐸ଶ

𝐼𝐸ଶ

El punto B está dado; por tanto, también lo está la 
ordenada BC y, en consecuencia, el punto C. Por 
tanto, CD está dado.
Sea, pues, igual a una cantidad dada 𝑑, e igualamos 
CE a 𝑎 y CI a 𝑒. Entonces se tiene que:

𝑑

𝑑 − 𝑒
>

𝑎ଶ

𝑎ଶ + 𝑒ଶ − 2𝑎𝑒

Ahora bien, a causa de la semejanza de los
triángulos,

𝐵𝐶ଶ

𝑂𝐼ଶ
=
𝐶𝐸ଶ

𝐼𝐸ଶ



Por tanto,
𝐶𝐷

𝐷𝐼
>
𝐶𝐸ଶ

𝐼𝐸ଶ

El punto B está dado; por tanto, también lo está la 
ordenada BC y, en consecuencia, el punto C. Por 
tanto, CE está dado.
Sea, pues, igual a una cantidad dada 𝑑, e igualamos 
CE a 𝑎 y CI a 𝑒. Entonces se tiene que:

𝑑

𝑑 − 𝑒
>

𝑎ଶ

𝑎ଶ + 𝑒ଶ − 2𝑎𝑒
Multiplicamos medios y extremos,

𝑑𝑎ଶ + 𝑑𝑒ଶ − 2𝑑𝑎𝑒 > 𝑑𝑎ଶ − 𝑎ଶ𝑒

De acuerdo con el método precedente adigualamos.
(…)

𝑑𝑒ଶ + 𝑎ଶ𝑒~2𝑑𝑎𝑒

Dividiendo todo por e tendremos:
𝑑𝑒 + 𝑎ଶ~2𝑑𝑎



Eliminamos 𝑑𝑒. Queda:
𝑎ଶ = 2𝑑𝑎

y, por tanto, 𝑎 = 2𝑑.

Hemos probado de esta forma que CE es doble de 
CD, lo que es conforme a la verdad.
Este método nunca falla, y puede ser aplicado a un
gran número de cuestiones muy hermosas;
mediante él, he encontrado los centros de gravedad
de figuras limitadas por rectas y curvas, así como
los de los sólidos y otras numerosas cosas que
podremos tratar en otra parte si dispongo tiempo
para ello.





Sobre el mismo método

La teoría de las tangentes es una consecuencia del método de
determinación de máximos y mínimos, que permite resolver con
mucha facilidad todas las cuestiones del límite y, de una manera
particular, los famosos problemas en que, según dice Pappus en el
prefacio del libro VII, las cuestiones límites son difíciles.
Las líneas curvas a las cuales hemos determinado las tangentes tienen
unas propiedades específicas que se pueden expresar o bien
simplemente por líneas rectas, o bien por medio de curvas tan
complicadas como queramos con rectas u otras curvas.
Hemos satisfecho el primer caso usando nuestra regla, que, al ser
demasiado concisa, puede haber resultado difícil, pero que sin
embargo ha sido reconocida legítima.



De hecho, en el plano, consideramos curvas arbitrarias expresadas por
dos posiciones dadas, una de las cuales la podemos llamar diámetro, y
la otra, ordenada (applicata).
Entonces consideramos la tangente en un punto dado de la curva ya
construida y, por adigualación, consideramos la propiedad específica de
la curva, no ya sobre la curva, sino sobre la tangente que buscamos.
Eliminamos, de acuerdo con la doctrina de los máximos y los mínimos,
los términos que sea necesario, y llegamos a una igualdad que permite
determinar el punto de corte de la tangente con el diámetro y, por lo
tanto, la propia tangente.

Pla, Viader i Paradís (2008), pp. 167-168

Sobre el mismo método



𝐵𝐶ଶ

𝐶𝐷
<
𝑂𝐼ଶ

𝐷𝐼



Controversia Fermat-Descartes: 
Descartes considera que el método de Fermat
sólo funciona en el caso de la parábola.

Descartes cree que su método es más útil y
más general, mientras que el método de
Fermat depende de la relación explícita entre
abscisa y ordenada.

Reto: ¿Determinación de la tangente al fòlium
de Descartes?



Katz et al (2004). Historical Modules for the Teaching and Learning of Mathematics, MAA, pp. 110-111

A modo de justificacón…



Katz et al (2004). Historical Modules for the Teaching and Learning of Mathematics, MAA, pp. 110-111



Katz et al (2004). Historical Modules for the Teaching and Learning of Mathematics, MAA, pp. 110-111



Katz et al (2004). Historical Modules for the Teaching and Learning of Mathematics, MAA, pp. 110-111



REFLEXIONES FINALES



SEMEJANZAS...

• Entendimiento de la conexión fundamental
entre las curvas geométricas y una
ecuación algebraica con dos incógnitas.

• Como herramienta básica, un único eje a lo
largo del cual se medía una de las
incógnitas, en lugar de los dos ejes
utilizados hoy en día.

• Uso de las secciones cónicas como
ejemplos clave.

• Construcción de curvas cuyas ecuaciones
son de grado superior a dos.

• Nueva relación álgebra-geometría:
álgebra al servicio de la geometría, una
herramienta más flexible, no sólo para
resolver ecuaciones, también para hallar
curvas, para el estudio del movimiento,
central en el desarrollo del cálculo.



SEMEJANZAS...

• Entendimiento de la conexión fundamental
entre las curvas geométricas y una
ecuación algebraica con dos incógnitas.

• Como herramienta básica, un único eje a lo
largo del cual se medía una de las
incógnitas, en lugar de los dos ejes
utilizados hoy en día.

• Uso de las secciones cónicas como
ejemplos clave.

• Construcción de curvas cuyas ecuaciones
son de grado superior a dos.

• Nueva relación álgebra-geometría:
álgebra al servicio de la geometría, una
herramienta más flexible, no sólo para
resolver ecuaciones, también para hallar
curvas, para el estudio del movimiento,
central en el desarrollo del cálculo.

...  Y DIFERENCIAS

• Fermat parte de una
ecuación para llegar a la
curva.

• Descartes parte de la
descripción geométrica de
una curva, para hallar su
ecuación.

- Tiene que trabajar con
ecuaciones algebraicas
más complejas que las de
Fermat.
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